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第四章 随机变量的数字特征

4.1 数学期望

离散型随机变量的期望

概念引入：某服装公司生产两种套装，一种是大众装，每件价格 200 元，每月生产 1 万件；

另一种是高档装，每件 1800 元，每月生产 100 件．现在问该公司生产的套装平均价格是多

少？ · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·216

离散型随机变量的期望

定义 1. 设离散型随机变量 X 的分布律为

P{X = k} = pk, k = 1,2, · · · .
若级数 ∑

k

kpk

.绝 .对 .收 .敛，则称其和为随机变量 X 的数学期望，记为 E(X), 即

E(X) =
∑
k

kpk.

注记. 数学期望简称期望，又称均值
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离散型随机变量的期望

例 1. X ∼ b(1,p), 求 E(X).

解. 易知 X 的分布律为

X 0 1

pk 1 − p p

因此 X 的数学期望为

E(X) = 0 × (1 − p) + 1 × p = p.

离散型随机变量的期望

例 2. 设 X ∼ π(λ), 求 E(X)

解. 易知泊松分布的分布律为

P(X = k) =
λke−λ

k!
k = 0,1,2, · · · ,λ > 0

因此 X 的数学期望为

E(X) =
∞∑
k=0

k
λke−λ

k!
= λe−λ

∞∑
k=1

λk−1

(k − 1)! = λe−λ · eλ = λ.

离散型随机变量的期望

例 3. 甲、乙两工人每天生产出相同数量同种类型的产品, 用 X1,X2 分别表示甲、乙两人某天

生产的次品数, 经统计得以下数据:

次品数 X1 0 1 2 3

pk 0.3 0.3 0.2 0.2

次品数 X2 0 1 2 3

pk 0.2 0.5 0.3 0
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试比较他们的技术水平的高低.

解. 根据定义, X1 和 X2 的数学期望分别为

E (X1) = 0 × 0.3 + 1 × 0.3 + 2 × 0.2 + 3 × 0.2 = 1.3,

E (X2) = 0 × 0.2 + 1 × 0.5 + 2 × 0.3 + 3 × 0 = 1.1,

显然甲的技术水平比乙低.

彩票派奖问题[

例子. 美国波士顿的“Cash WinFall”彩票，每注价格为 2 美元，从 1 – 46 中选择 6 个不

重复号码．在连续多期无人中头奖时的派奖规则如下：

• 2 个号码和开奖号码相同，奖金 2 美元．

• 3 个号码和开奖号码相同，奖金 50 美元．

• 4 个号码和开奖号码相同，奖金 1500 美元．

• 5 个号码和开奖号码相同，奖金 40000 美元．

• 6 个号码和开奖号码相同，奖金 200 万美元．

求购买每注彩票所得奖金 X 的数学期望 E(X)．

彩票号码与开奖号码相同的个数为 k 的概率等于

pk =
Ck
6
C6−k
40

C6
46

, k = 0,1, · · · ,6.
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k X P

0 or 1 0 0.831

2 2 0.146

3 50 0.0211

4 1500 0.001249

5 40000 0.00002562

6 2000000 0.0000001068

k X P

0 or 1 0 0.831

2 2 0.146

3 50 0.0211

4 1500 0.001249

5 40000 0.00002562

6 2000000 0.0000001068

每注彩票所得奖金 X 的数学期望

E(X) = 2p2 + 50p3 + 1500p4 + 40000p5 + 2000000p6

= 0.292 + 1.055 + 1.8735 + 1.0248 + 0.2134

= 4.4587.

连续型随机变量的期望

定义 2. 设连续型随机变量 X 的概率密度为 ƒ ()，若积分∫ +∞
−∞

ƒ ()d

绝对收敛，则称此积分为随机变量 X 的数学期望，记为 E(X), 即

E(X) =
∫ +∞
−∞

ƒ ()d.
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连续型随机变量的期望

例 4. 设随机变量 X 在区间 (,b) 内服从均匀分布, 求 E(X).

解. 由题意知, X 的概率密度为

ƒ () =


1

b −  ,  <  < b,

0, 其他,

于是有

E(X) =
∫ b




b −  d =
 + b

2
.

连续型随机变量的期望

例 5. 设随机变量 X 服从参数为 λ(λ > 0) 的指数分布, 求 E(X).

解. 由题意知, X 的概率密度为

ƒ () =

 λe−λ,  > 0

0,  ⩽ 0,

于是有

E(X)=
∫ +∞
−∞

ƒ ()d =
∫ +∞
0

λe−λ d

= − e−λ
��+∞
0
+
∫ +∞
0

e−λ d

=
1

λ

∫ +∞
0

λe−λ d =
1

λ
.

连续型随机变量的期望
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例 6. 设随机变量 X 的概率密度为

ƒ () =
1

2
e−||,  ∈ R,

求 X 的数学期望 E(X)．

解. 因为 ƒ () 是奇函数，所以 E(X) = 0．

连续型随机变量的期望

例 7. 设随机变量 X 服从柯西 (Cauchy) 分布, 其概率密度为

ƒ () =
1

π (2 + 1)
, −∞ <  < +∞ ,

求 E(X).

解. 因为反常积分
∫ +∞
−∞

||
(2 + 1)

d 不收敛, 所以 E(X) 不存在.

二维随机变量的数学期望

对二维随机变量 (X,Y), 定义它们的数学期望为

E(X,Y) = (E(X),E(Y))

设二维离散型随机变量 (X,Y) 的联合分布律为

P(X = ,Y = y) = pj, , j = 1,2, . . . ,

则

E(X) =
+∞∑
=1

p· =
+∞∑
=1

+∞∑
j=1

pj,

E(Y) =
+∞∑
j=1

yjp·j =
+∞∑
=1

+∞∑
j=1

yjpj.
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二维随机变量的数学期望

设二维连续型随机变量 (X,Y) 的联合概率密度为 ƒ (,y), 则

E(X) =
∫ +∞
−∞

ƒX()d =
∫ +∞
−∞

∫ +∞
−∞

ƒ (,y)ddy,

E(Y) =
∫ +∞
−∞

yƒY(y)dy =
∫ +∞
−∞

∫ +∞
−∞

yƒ (,y)ddy.

例 8. 设二维连续型随机变量 (X,Y) 的概率密度为

ƒ (,y) =

 12y2, 0 ⩽ y ⩽  ⩽ 1,

0, 其他,

求 E(X),E(Y).

解. 由条件易得

E(X) =
∫∫

D

ƒ (,y)dσ =
∫ 1
0

d
∫ 
0

12y2 dy =
4

5
.

E(Y) =
∫∫

D

y · 12y2 dσ =
∫ 1
0

d
∫ 
0

12y3 dy =
3

5
.

随机变量函数的数学期望

问题：设随机变量 X 的分布已知，在实际问题中有时需要计算的量并非 X 的期望，而是 X 的

某个函数 Y = g(X) 的期望．如何根据 X 的分布计算 E(Y)？

直观思路：根据 X 的分布算出 Y 的分布，然后利用定义计算 E(Y)．但求 Y 的分布的计算一

般很麻烦．



10 第四章 随机变量的数字特征

随机变量函数的数学期望

定理. 设 X 为随机变量，Y = g(X)，则

1. 若 X 为离散型随机变量，分布律为

P{X = k} = pk, k = 1,2, · · · .
则

E(Y) =
∑
k

g(k)pk.

2. 若 X 为连续型随机变量，概率密度为 ƒ ()，则

E(Y) =
∫ +∞
−∞

g()ƒ ()d.

随机变量函数的数学期望

例 9. 设随机变量 X 的分布律为

X −2 −1 0 1 2 3

pk 0.10 0.20 0.25 0.20 0.15 0.10

求随机变量函数 Y = X2 的数学期望.

解 (方法 1). 先求 Y 的分布律

Y 0 1 4 9

pk 0.25 0.40 0.25 0.10

因此 E(Y) = 0 × 0.25 + 1 × 0.40 + 4 × 0.25 + 9 × 0.10 = 2.30.

解 (方法 2). 由条件易得,

E(Y) = (−2)2 × 0.10 + (−1)2 × 0.20 + 02 × 0.25 + 12 × 0.20
+ 22 × 0.15 + 32 × 0.10
= 2.30
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随机变量函数的数学期望

例 10. 设随机变量 X 在区间 (0,π) 内服从均匀分布, 求随机变量函数 Y = sinX 的数学期

望.

解 (方法 1). 先利用分布函数法求得 Y 的概率密度为

ƒY(y) =


2

π
p

1−y2 , 0 < y < 1,

0, 其他.

因此

E(Y) =
∫ 1
0

y · 2

π
Æ
1 − y2 dy =

2

π
.

解 (方法 2). 由题意知, X 的概率密度为

ƒ () =

¨
1
π , 0 <  < π
0, 其他.

因此

E(Y) =
∫ π
0

sin · 1
π
d =

2

π
.

随机变量函数的数学期望

例 11. 设随机变量 X ∼ N(0,1)，求 E(X) 和 E(X2)．

解. X 为连续型随机变量, 其概率密度为

ƒ () =
1p
2π

e−
1
2 

2
, −∞ <  < +∞

所以

E(X) =
∫ +∞
−∞

ƒ ()d =
∫ +∞
−∞

 · 1p
2π

e−
1
2 

2
d = 0,
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随机变量函数的数学期望

解 (续).

E
�
X2
�
=
∫ +∞
−∞

2ƒ ()d =
∫ +∞
−∞

2
1p
2π

e−
1
2 

2
d

= − 1p
2π

∫ +∞
−∞

d
�
e−

2

2

�
= − 1p

2π
e−

2

2

����+∞−∞ + 1p
2π

∫ +∞
−∞

e−
2

2 d

=
∫ +∞
−∞

1p
2π

e−
1
2 

2
d = 1.

随机变量函数的数学期望

例 12. 按季节出售的某种应时商品, 每售出 1 kg 获利润 6 元, 如到季末尚有剩余商品, 则每

千克净亏损 2 元, 设某商店在季节内这种商品的销售量 X (以 kg 计) 是一随机变量, X 在区间

(8,16) 内服从均匀分布, 为使商店所获得利润最大, 问商店应进多少货?

随机变量函数的数学期望

解. 设 t 表示进货量, 易知应取 8 < t < 16, 进货 t 所得利润记为 W1(X), 且有

Wt(X) =

 6X − 2(t − X), 8 < X < t( 有积压)

6t, t < X < 16( 无积压)

利润 Wt(X) 是随机变量, 如何获得最大利润? 自然是取“平均利润”的最大值, 即求 t 使

E [Wt(X) ] 最大.X 的概率密度为

ƒ () =


1
8 , 8 <  < 16

0, 其他.
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随机变量函数的数学期望

解. 因此

E [Wt(X)]=
∫ +∞
−∞

Wt()ƒ ()d =
1

8

∫ 16
8

Wt()d

=
1

8

∫ t
8

[6 − 2(t − )] d + 1

8

∫ 16
t

6t d

=
1

8

�∫ t
8

(8 − 2t)d + 6t(16 − t)
�
= 14t − t2

2
− 32.

令

dE [Wt(X)]

dt
= 14 − t = 0

得 t = 14. 而
d2E [Wt(X)]

dt2
= −1 < 0

故知当 t = 14 时, E [Wt(X)] 取极大值, 且可知这也是最大值.

二维随机变量函数的数学期望

定理. 设 (X,Y) 为二维随变量，Z = g(X,Y)，则

1. 若 (X,Y) 为二维离散型随机变量，概率分布为

P{X = ,Y = yj} = pj, , j = 1,2, · · · .
则

E(Z) =
∑


∑
j

g(,yj)pj.

2. 若 (X,Y) 为二维连续型随机变量，概率密度为 ƒ (,y)，则

E(Z) =
∫ +∞
−∞

∫ +∞
−∞

g(,y)ƒ (,y)ddy.
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二维随机变量函数的数学期望

例 13. 设随机变量 X 与 Y 相互独立, 概率密度分别是

ƒ() =

 e−,  > 0,

0,  ⩽ 0,
ƒY(y) =

 e−y, y > 0

0, y ⩽ 0

求随机变量函数 Z = X + Y 的数学期望.

解 (方法 1). 首先求出 Z 的概率密度为

ƒz(z) =

 ze−z, z > 0,

0, 其他.

因此

E(Z) =
∫ +∞
0

z · ze−z dz = 2.

二维随机变量函数的数学期望

解 (方法 2). 因为随机变量 X 与 Y 是相互独立的, 所以二维随机变量 (X,Y) 的联合概率密度

为

ƒ (,y) = ƒX()ƒy(y) =

 e−−y,  > 0,y > 0,

0, 其他.

因此

E(Z)= E(X + Y) =
∫ +∞
0

∫ +∞
0

( + y)e−−y ddy

=
∫ +∞
0

e− d
∫ +∞
0

e−y dy +
∫ +∞
0

e− d
∫ +∞
0

ye−y dy

= 1 + 1 = 2.

数学期望的性质
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设 X,X1,X2, · · · ,Xn 为随机变量，c,k 为常数，则有

1. E(c) = c；

2. E(kX) = kE(X)；

3. E(X1 + X2) = E(X1) + E(X2)；

推论：E

�
n∑

k=1

Xk

�
=

n∑
k=1

E(Xk)．

数学期望的性质

4. 若 X1,X2 相互独立，则有

E(X1X2) = E(X1)E(X2).

推论：若 X1,X2, · · · ,Xn 相互独立，则有

E

�
n∏

k=1

Xk

�
=

n∏
k=1

E(Xk)

注：如果没有相互独立这一条件，上式一般不成立！

数学期望的性质

例 14. 设随机变量 X ∼ N �μ,σ2
�
, 求 E(X).

解. 令 Y =
X − μ
σ

, 则 Y ∼ N(0,1)，于是

E(Y) = 0

而

X = σY + μ

所以

E(X) = E(σY + μ) = σE(Y) + E(μ) = μ
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数学期望的性质

例 15. 设随机变量 X ∼ b(n,p), 求 E(X).

解. 引入随机变量

X =

 1, 第 次试验中事件A 发生,

0, 第 次试验中事件A 不发生,
,  = 1,2, · · · ,n, ,

其中, P(A) = p, 则 X 服从 (0 − 1) 分布, 于是 E (X) = p, 又 X =
∑n

=1
X, 所以

E(X) = E (X1 + X2 + · · · + Xn) = E (X1) + E (X2) + · · · + E (Xn)

= p + p + · · · + p = np

即 X 的数学期望为 np.

数学期望的性质

例 16. 一民航公司的客车载有 20 位旅客自机场开出, 旅客有 10 个车站可以下车, 若到达一

个车站没有旅客下车就不停车, 以 X 表示停车的次数, 求 E(X). (设每位旅客在各个车站下车

是等可能的, 并设各旅客是否下车相互独立.)

数学期望的性质

解. 引随机变量 X =

 0, 在第 站没有人下车,

1, 在第 站有人下车
,  = 1,2, · · · ,10. 易知 X = X1 + X2 +

· · · + X10, 现求 E(X). 依题意

P{X = 0} =
�
9

10

�20
,P{X = 1} = 1 −

�
9

10

�20
,  = 1,2, · · · ,10.

因此

E (X) = 1 −
�
9

10

�20
,  = 1,2, · · · ,10,
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从而

E(X) = E (X1 + X2 + · · · + X10) = E (X1) + E (X2) + · · · + E (X10)

= 10

�
1 −
�
9

10

�20�
= 8.784( 次).

数学期望的性质

练习 1. 将 n 个球放入 M 个盒子中，设每个球落入各个盒子是等可能的，求有球的盒子数 X

的期望．

答案. 令 X =

 1, 第  个盒子中有球；

0, 第  个盒子中无球．
则有 X = X1 + · · · + XM．于是 E(X) = E(X1) +

· · · + E(XM)．

P{X = 0} =
�
1 − 1

M

�n
,

P{X = 1} = 1 −
�
1 − 1

M

�n
,

从而 E(X) = M · E(X) = M
�
1 − �1 − 1

M

�n�
．

连续型随机变量的期望

均匀分布 X ∼ U[,b] E(X) =
 + b

2

指数分布 X ∼ EP(λ) E(X) =
1

λ

正态分布 X ∼ N(μ,σ2) E(X) = μ
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离散型随机变量的期望

两点分布 X ∼ B(1,p) E(X) = p

二项分布 X ∼ B(n,p) E(X) = np

泊松分布 X ∼ π(λ) E(X) = λ

4.2 方差

方差的概念

在实际问题中，仅靠期望值不能完善地说明随机变量的分布特征．我们常常需要知道分布相对

于期望值的离散程度．

定义 1. 设 X是一随机变量，若 [X−E(X)]2 的期望存在，则称该期望为 X的方差(Variance)，

记为 Vr(X)（或 D(X)），即

D(X) := E[X − E(X)]2.
称
p
D(X) 为 X 的标准差(Standard deviation)，记为 σ(X)．

方差

方差刻划了随机变量的取值相对于其数学期望的偏离程度．

1. 若 X 的取值比较分散，则方差较大；

2. 若 X 的取值比较集中，则方差较小；

特别地，D(X) = 0 当且仅当 X 取某个常数的概率为 1．
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方差

方差的常用计算公式：D(X) = E(X2) − [E(X)]2.

证明. 由期望的性质易得

D(X)= E[X − E(X)]2 = E
�
X2 − 2XE(X) + [E(X)]2	

= E
�
X2
�− 2E(X)E(X) + [E(X)]2

= E
�
X2
�− [E(X)]2

方差

例 1. 设随机变量 X ∼ (0 − 1) 分布, 求 D(X).

解. X 的分布律为

P{X = 0} = 1 − p,P{X = 1} = p .

显然

E(X) = p,

又 E
�
X2
�
= 02 · (1 − p) + 12 · p = p, 故

D(X) = E
�
X2
�− [E(X)]2 = p − p2 = p(1 − p).

方差

例 2. 设随机变量 X ∼ π(λ),λ > 0, 求 D(X).

解. X 的分布律为

P{X = k} =
λke−λ

k!
,k = 0,1,2, · · · ,λ > 0.
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于是 E(X) = λ, 且

E
�
X2
�
= E[X(X − 1) + X] = E[X(X − 1)] + E(X)

=
∞∑
k=0

k(k − 1) · λ
ke−λ

k!
+ λ = λ2e−λ

∞∑
k=2

λk−2

(k − 2)! + λ

= λ2eλe−λ + λ = λ2 + λ,

所以, D(X) = E
�
X2
�− [E(X)]2 = λ.

方差

例 3. 设随机变量 X ∼ U(,b), 求 D(X).

解. X 的概率密度为

ƒ () =


1

b −  ,  <  < b,

0, 其他.

则 E(X) =
 + b

2
, 而

E
�
X2
�
=
∫ b


2 · 1

b −  d =
1

3

�
2 + b + b2
�

,

所以

D(X) = E
�
X2
�− [E(X)]2 = 1

3

�
2 + b + b2
�− � + b

2

�2
=
(b − )2

12
.

方差

例 4. 设随机变量 X ∼ E(λ),λ > 0, 求 D(X).

解. 由条件，X 的概率密度为

ƒ () =

λe
−λ, > 0

0, 其他.
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则 E(X) =
1

λ
, 而

E
�
X2
�
=
∫ +∞
0

2 · λe−λ d = −
∫ +∞
0

2 d
�
e−λ
�

= − 2e−λ
��+∞
0
+ 2
∫ +∞
0

e−λ d =
2

λ2

所以, D(X) = E
�
X2
�− [E(X)]2 = 2

λ2 − 1
λ2 =

1
λ2 .

方差的性质

设 X、Y 为随机变量，、b、c 为常数，则有

1. D(c) = 0

2. D(X + b) = 2D(X)

3. D(X ± Y) = D(X) + D(Y) ±2E{[X − E(X)][Y − E(Y)]} 特别地，若 X

和 Y 相互独立，则有

D(X + Y) = D(X) + D(Y)

4. D(X) = 0 的充要条件是 X 以概率 1 取常数 c, 即

P{X = c} = 1.

方差的性质

例 5. 设随机变量 X ∼ b(n,p), 求 D(X).

解. 设 X 表示 n 重伯努利试验中事件 A 发生的次数, 且在每次试验中 A 发生的概率为 p. 设

X 表示第  次试验中事件 A 发生的次数, 则 X 服从 (0 − 1) 分布, 于是
E (X) = p,D (X) = p(1 − p),  = 1,2, · · · ,n,



22 第四章 随机变量的数字特征

而 X1,X2, · · · ,Xn 相互独立, 且

X = X1 + X2 + · · · + Xn,

所以

D(X)= D (X1 + X2 + · · · + Xn) = D (X1) + D (X2) + · · · + D (Xn)

= p(1 − p) + p(1 − p) + · · · + p(1 − p) = np(1 − p).

方差的性质

例 6. 设随机变量 X ∼ N �μ,σ2
�
, 求 D(X).

解. 由于
X − μ
σ
∼ N(0,1), 令 Y =

X − μ
σ

, 则有

Y ∼ N(0,1) .

易知 (前面结论) E(Y) = 0,E
�
Y2
�
= 1, 由方差的性质可得

D(X) = D(σY + μ) = σ2D(Y) = σ2.

.

注记. 正态分布的概率密度中的两个参数 μ 和 σ 分别就是该分布的数学期望和均方差, 因而

正态分布完全可由它的数学期望和方差确定.

方差的性质

若 X ∼ N
�
μ,σ2



�
,  = 1,2, · · · ,n, 且它们相互独立, 则它们的线性组合: c1X1 + c2X2 + · · ·+

cnXn (c1,c2, · · · ,cn 是不全为 0 的常数) 仍然服从正态分布, 于是由数学期望和方差的性质知

道:

c1X1 + c2X2 + · · · + cnXn ∼ N
�

n∑
=1

cμ,
n∑
=1

c2

σ2


�
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方差的性质

例 7. 设活塞的直径 (以 cm计) X ∼ N �22.40,0.032
�
,汽缸的直径 Y ∼ N �22.50,0.042

�
,X

与 Y 相互独立, 任取一只活塞, 任取一只汽缸, 求活塞能装入汽缸的概率.

解. 由题意，只要求 P{X < Y} = P{X − Y < 0} 即可. 由于

X − Y ∼ N(−0.10,0.0025),

故有

P{X < Y}= P{X − Y < 0}

= P
�
(X − Y) − (−0.10)p

0.0025
<

0 − (−0.10)p
0.0025

�
= 
�
0.1

0.05

�
= (2) = 0.9772.

方差的性质

例 8. 设随机变量 X1,X2, · · · ,Xn 相互独立, 且具有相同的数学期望 μ 和方差 σ2, 令

X =
1

n

n∑
=1

X,S2 =
1

n − 1
n∑
=1

�
X − X
�2
.

求 E(X), D(X), E
�
S2
�
.

解. 由条件易知 E (X) = μ,D (X) = σ2,  = 1,2, · · · ,n,
E(X) = E

�
1

n

n∑
=1

X

�
=
1

n

n∑
=1

E (X) = μ

D(X) = D

�
1

n

n∑
=1

X

�
=

1

n2
D

�
n∑
=1

X

�
=

1

n2
· nσ2 =

σ2

n
.

方差的性质
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由于
n∑
=1

�
X − X
�2
=

n∑
=1

�
X2

− 2XX + X

2
�

=
n∑
=1

X2

− 2X
�

n∑
=1

X

�
+

n∑
=1

X
2

=
n∑
=1

X2

− 2X(nX) + nX

2

=
n∑
=1

X2

− nX2

方差的性质

而

E
�
X2


�
= D (X) + [E (X)]

2 = σ2 + μ2,

E
�
X
2
�
= D(X) + [E(X)]2 =

σ2

n
+ μ2

所以

E
�
S2
�
= E

�
1

n − 1
n∑
=1

�
X − X
�2�
=

1

n − 1E
�

n∑
=1

X2

− nX2
�

=
1

n − 1
�

n∑
=1

E
�
X2


�− nE�X2
��

=
1

n − 1
�
n
�
σ2 + μ2
�− n�σ2

n
+ μ2

��
= σ2

常用随机变量的方差
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随机变量 X E(X) D(X)

两点分布 b(1,p) p p(1 − p)
二项分布 b(n,p) np np(1 − p)
泊松分布 π(λ) λ λ

均匀分布 U(,b) ( + b)/2 (b − )2/12
指数分布 E(λ) 1/λ 1/λ2

正态分布 N(μ,σ2) μ σ2

常用随机变量的方差

练习 1. 一台设备由三个部件构成，在设备运转中各部件需要调整的概率分别为 0.01,0.02,0.03．

设各部件的状态相互独立，用 X 表示同时需要调整的部件数，求 X 的期望和方差．

答案. X = X1 + X2 + X3，其中 X ∼ B(1,p)，求得 E(X) = 0.06，D(X) = 0.0586．

切比雪夫不等式

定理. 设随机变量 X 有期望和方差，则对于任给的 ϵ > 0，有

P(|X − E(X)| ≥ ϵ) ≤ D(X)

ϵ2
,

即

P(|X − E(X)| < ϵ) ≥ 1 − D(X)

ϵ2
.

证明. 设 X 是一个连续随机变量, 其概率密度函数为 ƒ ()，则

P(|X − μ| ⩾ ϵ)=
∫
|−μ|≥ε

ƒ ()d ≤
∫
|−μ|>ϵ

( − μ)2
ϵ2

ƒ ()d

⩽
1

ϵ2

∫ +∞
−∞
( − μ)2ƒ ()d = σ2

ϵ2
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切比雪夫不等式

例 9. 设电站供电网有 10000 盙电灯, 夜晩每一盏灯开灯的概率都是 0.7, 假定开、关时间彼

此独立, 估计夜间同时使用的灯的盏数在 6800 与 7200 之间的概率.

解. 令 X 表示在夜间同时使用的灯的盏数, 它服从参数 n = 10000, p = 0.7 的二项分布, 若

要准确计算, 应该用如下公式来计算:

P{6800 < X < 7200} =
7199∑

k=6801

Ck
10000
× 0.7k × 0.310000−k,

显然这是比较困难的.

解. 利用切比雪夫不等式估计:

E(X) = np = 10000 × 0.7 = 7000,

D(X) = np(1 − p) = 10000 × 0.7 × 0.3 = 2100,

P{6800 < X < 7200} = P{| X − 7000 |< 200}

⩾ 1 − 2100

2002
≈ 0.95.

4.3 协方差与相关系数

协方差

对于二维随机向量 (X,Y)，除了其分量 X 和 Y 的期望与方差外，还有一些数字特征，用以刻

画 X 与 Y 之间的相关程度，其中最主要的就是下面要讨论的协方差和相关系数．

协方差
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定义 1. 对于二维随机向量 (X,Y)，称

Cov(X,Y) := E{[X − E(X)][Y − E(Y)]}
为 X 与 Y 的协方差(Covariance)．

由定义可得：对任意两个随机变量 X 和 Y, 有

Cov(X,Y) = E(XY) − E(X) · E(Y).

推论. 两随机变量相互独立，则协方差等于零；反之未必成立．

协方差的性质

设 X,Y,Z 为随机变量，,b,c,d 为常数，则有

1. Cov(X,X) = D(X);

2. Cov(X,Y) = Cov(Y,X)；

3. Cov(X,bY) = bCov(X,Y)；

4. Cov(X,C) = 0, C 为任意常数；

5. Cov(X1 + X2,Y) = Cov(X1,Y) + Cov(X2,Y)；

6. 如果 X 和 Y 相互独立，则 Cov(X,Y) = 0;

7. D(X ± Y) = D(X) + D(Y) ± 2Cov(X,Y)．

协方差的性质

性质. D(X ± Y) = D(X) + D(Y) ± 2Cov(X,Y)
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证明. 等式右边各项为

D(X) = E(X2) − E(X)2
D(Y) = E(Y2) − E(Y)2

2Cov(X,Y) = 2E(XY) − 2E(X) · E(Y)
而等式左边为

D(X + Y) = E[(X + Y)2] − E(X + Y)2

= E(X2 + 2XY + Y2) − [E(X) + E(Y)]2

= E(X2) + 2E(XY) + E(Y2) − E(X)2 − 2E(X)E(Y) − E(Y)2

比较等式两边可知等式成立．

协方差

练习 1. 假设二维随机变量 (X,Y) 的联合分布为

X Y 0 1 2

0 1
4 0 1

4

1 0 1
3 0

2 1
12 0 1

12

求 Cov(X − Y,Y)．

协方差
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答案.

Cov(X,Y) = E(XY) − E(X)E(Y) = 2

3
− 2

3
· 1 = 0,

D(Y) = E(Y2) − E(Y)2 = 5

3
− 1 = 2

3
,

Cov(X − Y,Y) = Cov(X,Y) − D(Y) = − 2
3
.

定义. 对于二维随机变量 (X,Y)，如果两个变量的方差都不为零，称

ρXY :=
Cov(X,Y)p
D(X) ·pD(Y)

为 X 与 Y 的相关系数(Correlation)，也可以记为 ρ(X,Y)．

令

X∗ =
X − E(X)p

D(X)
, Y∗ =

Y − E(Y)p
D(Y)

,

称 X∗, Y∗ 分别为 X, Y 的标准化随机变量，易知

E(X∗) = 0, D(X∗) = 1, E(Y∗) = 0, D(Y∗) = 1,

ρXY = Cov(X∗,Y∗) = E(X∗Y∗)

相关系数

性质. 相关系数表示随机变量之间的线性相关程度：

1. |ρXY | ≤ 1．
2. |ρXY | = 1 当且仅当存在常数 ,b，使得 P{Y = X + b} = 1.

定义 2. 当 ρXY = 0 时，称 X 与 Y 不相关；当 |ρXY | = 1 时, 称称 X 与 Y 完全相关

性质. 相互独立 =⇒ 不相关；反之未必成立．
例 1. 设二维随机变量 (X,Y) 的联合概率分布
如右表所示，证明: X 与 Y不相关,但不相互独

立.

Y X −1 0 1
0 0 1/3 0
1 1/3 0 1/3
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证明. 易知 X 与 Y 的边缘概率分布分别是

X −1 0 1

p· 1/3 1/3 1/3

Y 0 1

p·j, 1/3 2/3

Cov(X,Y) =(−1) × 1 × 1

3
+ 0 × 0 × 1

3
+ 1 × 1 × 1

3

−
�
(−1) × 1

3
+ 0 × 1

3
+ 1 × 1

3

��
0 × 1

3
+ 1 × 2

3

�
= 0

所以 X 与 Y 不相关．由 p00 =
1
3 6= p0·p·0 = 1

3 · 13 = 1
9 知 X 与 Y 不是相互独立的

相关系数

例 2. 设 X 服从 (−π,π) 上的均匀分布 ,X1 = sinX,X2 = cosX, 求 ρX1X2
.

相关系数

解. 随机变量 X 的概率密度为 ƒ () =

¨
1
2π ,  ∈ (−π,π),
0, 其他.

因此

E (X1) = E(sinX) =
1

2π

∫ π
−π
sind = 0,

E (X2) = E(cosX) =
1

2π

∫ π
−π
cosd = 0,

E (X1X2) = E(sinX cosX) =
1

2π

∫ π
−π
sin cosd = 0.

所以 Cov (X1,X2) = E (X1X2) − E (X1)E (X2) = 0, 故 ρX1X2
= 0.

注记. X1,X2 不相关, 但 X2
1
+ X2

2
= 1.
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相关系数

由协方差的性质及相关系数与协方差的关系可得：

D(X ± Y)
=D(X) + D(Y) ± 2ρX,Y

Æ
D(X) ·ÆD(Y).

例子. 已知随机变量 X 和 Y 的方差分别为 1 和 4，相关系数为 −0.5．求 D(X + Y) 和

D(X − Y)．
解. D(X + Y) = 3, D(X − Y) = 7.

例子 (投资风险组合). 设有 1 百万用于投资甲、乙两种证券：若将资金 t 投资于甲证券，将

资金 1 − t 投资于乙证券，则称 (t,1 − t) 为一个投资组合．
用随机变量 X 和 Y 分别表示投资甲、乙证券的收益率．已知 X 和 Y 的期望（代表平均收益）

分别为 μ1 和 μ2，方差（代表风险）分别为 σ2
1
和 σ2

2
，相关系数为 ρ．

1. 求投资组合的平均收益和风险．

2. 求投资风险最小的投资组合．

在第二问中假设 σ2
1
= 0.25、σ2

2
= 0.49、ρ = 0.6．

投资风险组合

投资组合的收益 Z = tX + (1 − t)Y，则平均收益为
E(Z) = tμ1 + (1 − t)μ2,

投资风险为

D(Z) = D(tX + (1 − t)Y)
= t2D(X) + (1 − t)2D(Y) + 2t(1 − t)Cov(X,Y)

= t2σ2
1
+ (1 − t)2σ2

2
+ 2t(1 − t)ρσ1σ2

当 t = 87.5% 时，函数有最小值，此时风险最小．
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4.4 矩 协方差矩阵

矩与中心矩

定义：设 X 和 Y 是随机变量, k, 为正整数

1. 称 E(Xk) 为 X 的 k 阶原点矩，

2. 称 E[(X − EX)k] 为 X 的 k 阶中心矩，

3. 称 E
�
XkY 
�
为 X 和 Y 的 k +  阶混合原点矩，

4. 称 E
�
[X − E(X)]k[Y − E(Y)] 	 为 X 和 Y 的 k +  阶混合中心矩.

例：

1. 期望 E(X) 为 X 的一阶原点矩，

2. 方差 D(X) 为 X 的二阶中心矩．

协方差矩阵

设 n 维随机变量 (X1,X2, · · · ,Xn) 的二阶混合中心矩

cj = cov
�
X,Xj
�
= E
�
[X − E (X)]
�
Xj − E �Xj
��	

, , j = 1,2, · · · ,n
都存在, 则称矩阵

C =


c11 c12 · · · c1n

c21 c22 · · · c2n
...

...
...

cn1 cn2 · · · cmn


为 n 维随机变量 (X1,X2, · · · ,Xn) 的协方差矩阵.

易知上述矩阵对称.
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4.5 二维正态分布

二维正态分布

定义. 设二维随机变量 (X,Y) 的联合概率密度为

ƒ (,y) =
1

2πσ1σ2
Æ
1 − ρ2

exp

¨
− 1

2 (1 − ρ2)

�
( − μ1)

2

σ2
1

−2ρ · ( − μ1) (y − μ2)

σ1σ2
+
(y − μ2)

2

σ2
2

�«

其中 μ1,μ2,σ2
1
,σ2

2
,ρ 都是常数，且 σ1 > 0,σ2 > 0,−∞ < μ1,μ2 < +∞,−1 < ρ < 1, 我们

称 (X,Y) 服从参数为 μ1,μ2,σ2
1
,σ2

2
,ρ 的二维正态分布，记为：

(X,Y) ∼ N(μ1,μ2,σ2
1
,σ2

2
,ρ).

二维正态分布

可以证明：参数 μ1,μ2 是随机变量 X 和 Y 的数学期望，参数 σ1,σ2 分别是它们的标准差，ρ

是它们的相关系数．

证明. 首先计算随机变量 X 的边缘概率密度：

ƒX() =
1

2πσ1σ2
Æ
1 − ρ2

∫ +∞
−∞

e−(,y) dy

其中

(,y) =
1

2
�
1 − ρ2�
 ( − μ1)2

σ21
− ρ ( − μ1) (y − μ2)

σ1σ2
+
(y − μ2)2

σ22


=
( − μ1)2

2σ21
+

1

2
�
1 − ρ2�
�
y − μ2
σ2

− ρ ( − μ1)
σ1

�2

二维正态分布
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置换积分变量 1p
1−ρ2
�
y−μ2
σ2
− ρ(−μ1)

σ1

�
= t 得到

ƒX() =
1

2πσ1
e
−(−μ1)2

2σ21

∫ +∞
−∞ e− t2

2 dt = 1p
2πσ1

e
−(−μ1)2

2σ21

由对称性得 ƒY(y) =
1p
2πσ2

e
−(y−μ2)2

2σ22

故二维正态分布的两个边缘分布都是正态分布，且有

μ1 = E(X),μ2 = E(Y),σ1 =
p
D(X),σ2 =
p
D(Y).

二维正态分布

可以证明, 参数 ρ 是随机变量 X 与 Y 的相关系数

ρXY =
1

2πσ1σ2
Æ
1 − ρ2

∫ +∞
−∞

∫ +∞
−∞

 − μ1

σ1
· y − μ2

σ2
e−(,y) ddy

化为二次积分，得

ρXY =
1

2πσ1σ2
Æ
1 − ρ2

∫ +∞
−∞

 − μ1

σ1
e
− (−μ)2

2σ21 ()d

其中

() =
∫ +∞
−∞

y − μ2

σ2
e
− 1

2(1−ρ2)
�
y−μ2
σ2
− ρ(−μ1)

σ1

�2
dy

二维正态分布

设 1p
1−ρ2
�
y−μ2
σ2
− ρ(−μ1)

σ1

�
= t, 则得

() = σ2
q
1 − ρ2

∫ +∞
−∞

�
t
q
1 − ρ2 +

ρ ( − μ1)

σ1

�
e−

t2
2 dt

= σ2
�
1 − ρ2
�∫ +∞
−∞

te−
t2
2 dt +

ρσ2 ( − μ1)

σ1

q
1 − ρ2

∫ +∞
−∞

e−
t2
2 dt

=
ρσ2 ( − μ1)

σ1

q
2π (1 − ρ2)
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ρXY =
ρp
2πσ1

∫ +∞
−∞
�
−μ1
σ1

�2
e
− (−μ1)2

2σ21 d

二维正态分布

设
−μ1
σ1
= t, 则得 ρXY =

ρp
2π

∫ +∞
−∞ t2e− t2

2 dt = ρ

二维正态分布曲面图所示

二维正态分布

当相关系数 ρ = 0 时

ƒ (,y) =
1

2πσ1σ2
e
− 1

2

�
(−μ1)2

σ21
+ (

y−μ2)2
σ22

�2
1

=
1p
2πσ1

e
− (−μ1)2

2σ21 · 1p
2πσ2

e
− (y−μ2)2

2σ22 = ƒX()ƒY(y)

注记. 对于二维正态随机向量 (X,Y)，X 与 Y 相互独立的充分必要条件是 ρX,Y = 0．
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n 维正态分布

若二维随机变量 (X1,X2) ∼ N
�
μ1,μ2,σ2

1
,σ2

2
,ρ
�
则

ƒ (1,2) =
1

2πσ1σ2
Æ
1 − ρ2

exp

¨ −1
2(1 − ρ2)

�
(1 − μ1)

2

σ2
1

−

2ρ
(1 − μ1) (2 − μ2)

σ1σ2
+
(2 − μ2)

2

σ2
2

�«

引入下面的列向量和矩阵

X =

 1
2

 , μ =

 μ1

μ2


C =

 c11 c12

c21 c22

 =
 σ2

1
ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2


其中

c11 = cov (X1,X1) ,c12 = c21 = cov (X1,X2) ,c22 = cov (X2,X2)

称矩阵 C 为随机变量 (X1,X2) 的协方差矩阵

|C| = σ2
1
σ2
2

�
1 − ρ2
�

,C−1 =
1

σ2
1
σ2
2
(1 − ρ2)

 σ2
2

−ρσ1σ2
−ρσ1σ2 σ2

1


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经过计算得

(X − μ)TC−1(X − μ) = 1

(1 − ρ2)

�
(1 − μ1)

2

σ2
1

−

2ρ
(1 − μ1) (2 − μ2)

σ1σ2
+
(2 − μ2)

2

σ2
2

�
于是随机变量 (X1,X2) 的联合概率密度可写成

ƒ (1,2) = (2π)−
2
2 |C|− 1

2 exp
�
− 1
2
(X − μ)TC−1(X − μ)

�

将公式

ƒ (1,2) = (2π)−
2
2 |C|− 1

2 exp
�
− 1
2
(X − μ)TC−1(X − μ)

�
推广到 n 维随机变量 (X1,X2, · · ·Xn) 的情形引入列向量和矩阵:

X =


1

2
...

n

 , μ =


μ1

μ2

...

μn

 C =


c11 c12 · · · c1n

c21 c22 · · · c2n
...

...
...

cn1 cn2 · · · cnn


其中 C 为对称正定矩阵

n 维正态分布

如 n 维随机变量 (X1,X2, · · · ,Xn) 的联合概率密度为

ƒ (1,2, · · · ,n) = (2π)− n
2 |C|− 1

2 exp
�
− 1
2
(X − μ)TC−1(X − μ)

�
则称 (X1,X2, · · · ,Xn) 服从 n 维正态分布, C 为协方差矩阵，其中

cj = cov
�
X,Xj
�

, (, j = 1, · · · ,n),μ = E (X) ( = 1, · · · ,n)
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n 维正态随机变量的重要性质

• n维随机变量 (X1,X2, · · · ,Xn)的每一个分量 X,  = 1,2, · · · ,n都是正态变量;反之,若

X1,X2, · · · ,Xn 都是正态变量且相互独立, 则 (X1,X2, · · · ,Xn) 是 n 维正态变量

• n 维随机变量 (X1,X2, · · · ,Xn) 服从 n 维正态分布的充要条件是 X1,X2, · · · ,Xn 的任意

线性组合

1X1 + 2X2 + · · · + nXn

服从一维正态分布 ( 其中 1, 2, · · · , n 不全为 0 )

• 若 (X1,X2, · · · ,Xn) 服从 n 维正态分布, 设 Y1,Y2, · · · ,Yk 是 Xj (j = 1,2, · · · ,n) 的线性
函数, 则 (Y1,Y2, · · · ,Yk) 也服从多维正态分布．这一性质称为正态变量的线性变换不变
性

• 设 (X1,X2, · · · ,Xn)服从 n维正态分布,则“X1,X2, · · · ,Xn 相互独立”与“X1,X2, · · · ,Xn

两两不相关”是等价的

例 1. 已知 (X,Y) 的联合概率密度为

ƒ (,y) =
1

2π · 52
e−

1
2

�
2

52
+ y2

52

�
(−∞ < ,y < +∞)

问 X,Y 是否独立?

解. 由于 e 的指数式中不含  与 y 相乘的交叉项, 故 ρ = 0 又显然 σ1 = σ2 = 5,μ1 = μ2 =

0, 故 (X,Y) 服从二维正态分布．因 ρ = 0, 故 X 与 Y 相互独立.
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例 2. 设随机变量 X 与 Y 相互独立, 且都服从正态分布 N
�
0,σ2
�
记 U = αX + βY,V =

αX − βY(α,β 为不相等的常数 ) 求

1. U 与 V 的相关系数 ρUV

2. U 与 V 的相互独立的条件

解. (1) 由条件易知：

E(X) = E(Y) = 0,D(X) = D(Y) = σ2

故

E(U) = E(αX + βY) = 0,E(V) = 0

D(U) = D(αX + βY) = α2D(X) + β2D(Y) =
�
α2 + β2
�
σ2

D(V) = D(αX − βY) = α2D(X) + (−β)2D(Y) = �α2 + β2
�
σ2

解. 因此

Cov(U,V) = E(UV) − E(U)E(V)
= E(UV) = E[(αX + βY)(αX − βY)]
= E
�
α2X2 − β2Y2
�
= α2E
�
X2
�− β2E
�
Y2
�

= α2D(X) − β2D(Y) =
�
α2 − β2
�
σ2

最后得 ρUV = (α2 − β2)/(α2 + β2).

(2) 因为 X 与 Y 是相互独立的随机变量, 故 X 与 Y 的线性组合的随机变量 U,V 也是正态随

机变量. 由于 U 与 V 相互独立的充要条件是 ρUV = 0 所以 α2−β2
α2+β2 = 0, 即 α = −β
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设二维正态随机变量 X = (X1,X2)的均值为 E(X) = (0,1),协方差矩阵为 C =

 1 0.5

0.5 1


试计算

1. D (2X1 − X2)

2. E
�
X1

2 − X1X2 + X2
2
�

解. 由条件易知

D (X1) = D (X2) = 1, Cov (X1,X2) = 0.5

故

D (2X1 − X2) = D (2X1) + D (X2) − 2cov (2X1,X2)

= 4D (X1) + D (X2) − 4cov (X1,X2) = 3.

E
�
X2
1

�
= D (X1) + (E (X1))

2 = 1

E
�
X2
2

�
= D (X2) + (E (X2))

2 = 2

E (X1X2) = cov (X1,X2) + E (X1)E (X2) = 0.5

所以 E
�
X1

2 − X1X2 + X2
2
�
= 1 − 0.5 + 2 = 2.5.
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