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第五章 大数定律和中心极限定理

主要内容

极限定理研究大量随机变量的规律性．

1. 大数定律(Law of Large Numbers)：大量随机变量的平均结果的稳定性．

2. 中心极限定理(Central Limit Theorem)：大量随机变量的和的稳定性．

5.1 大数定律

大数定律

定义. 设 Y1, . . . ,Yn 是一个随机变量序列，Y 是一个常数，若对于任给的 ϵ > 0，有

lim
n→∞P{|Yn − | < ϵ} = 1,

则称随机变量序列 {Yn} 依概率收敛于 ，记作

Yn
P−→ .

依概率收敛的序列有如下性质：

设 Xn
P−→ ,Yn

P−→ b, 又设 g(,y) 在点 (,b) 连续, 则

g (Xn,Yn)
P−→ g(,b).
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4 第五章 大数定律和中心极限定理

切比雪夫不等式

定理. 设随机变量 X 有期望和方差，则对于任给的 ϵ > 0，有

P(|X − E(X)| ≥ ϵ) ≤ D(X)

ϵ2
,

即

P(|X − E(X)| < ϵ) ≥ 1 − D(X)

ϵ2
.

伯努利大数定律

定理 1 (伯努利大数定律). 在独立重复试验中，记事件 A 的概率为 p．以 nA 表示前 n 次试

验中事件 A 发生的次数，则对任意正数 ϵ，

lim
n→∞P
�����nA

n
− p
���� < ϵ
�
= 1,

lim
n→∞P
�����nA

n
− p
���� ≥ ϵ� = 0.

注记. 伯努利定理的实际意义：当重复试验次数充分大时，某事件发生的频率与该事件发生

的概率有一定偏差的可能性很小．

伯努利大数定律

证明. 因为 nA ∼ b(n,p), 故

E (nA) = np, D (nA) = np(1 − p).
由数学期望和方差的性质, 有

E
�nA

n

�
= p, D
�nA

n

�
=

1

n2
D (nA) =

p(1 − p)
n

.
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任取 ϵ > 0, 由切比雪夫不等式可得

P
�����nA

n
− p
���� ⩾ ϵ� ⩽ 1

ϵ2
D
�nA

n

�
=
p(1 − p)
nϵ2

→ 0 (n→∞),

即

lim
n→∞P
�����nA

n
− p
���� < ϵ
�
= 1 − lim

n→∞P
�����nA

n
− p
���� ⩾ ϵ� = 1.

伯努利大数定律

若记 X =

¨
1, 第 次试验中事件A 出现
0, 第次试验中事件A 不出现

, 则

nA =
n∑
=1

X,
nA

n
=
1

n

n∑
=1

X, p =
1

n

n∑
=1

P(A) =
1

n

n∑
=1

E (X) .

定理 1 可写成

lim
n→∞P
¨�����1n

n∑
=1

X − 1

n

n∑
=1

E (X)

����� < ϵ

«
= 1.

一般地, 若随机变量序列 X1,X2, · · · ,Xn, · · · 的数学期望都存在, 且满足上式, 则称随机变量序

列 {Xn} 满足大数定律．

切比雪夫大数定律

定理 2 (切比雪夫大数定律). 设随机变量 X1, . . . ,Xn, · · · 相互独立，且有相同的期望 μ 和方

差 σ2，定义 Yn 为前 n 个随机变量的算术平均，即

X =
1

n

n∑
=1

X,

则对任意正数 ϵ，有 lim
n→∞P
n���X − μ��� < ϵ
o
= 1.

注记. 切比雪夫定理的实际意义：多次试验求平均值能够有效地控制误差．
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切比雪夫大数定律

证明. 证由于

E

�
1

n

n∑
k=1

Xk

�
=
1

n

n∑
=1

E (Xk) =
1

n
nμ = μ

D

�
1

n

n∑
k=1

Xk

�
=

1

n2

n∑
k=1

D (Xk) =
1

n2
nσ2 =

σ2

n

任取 ϵ > 0, 由切比雪夫不等式可得

P

¨�����1n
n∑

k=1

Xk − μ
����� < ϵ

«
⩾ 1 − σ2/n

ϵ2

在上式中令 n→∞, 并注意概率不能大于 1 , 可得

lim
n→ P
¨�����1n

′′∑
k=1

Xk − μ
����� < ϵ

«
= 1.

辛钦大数定律

定理 3 (辛钦大数定律). 设随机变量 X1, . . . ,Xn, · · · 相互独立，且服从同一分布，具有数学期
望 E(Xk) = μ (k = 1,2, · · · ), 则对任意正数 ϵ，有

lim
n→∞P
¨�����1n

n∑
k=1

Xk − μ
����� < ϵ

«
= 1.

注记. 辛钦大数定律不要求方差存在，但要求随机变量服从同一分布．

5.2 中心极限定理

中心极限定理

中心极限定理的主要思想：如果
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1. 一个随机现象由众多的随机因素所引起，

2. 且每一因素在总的变化里所起的作用不显著，

则描述这个随机现象的随机变量近似地服从正态分布．

这就是为什么实际中遇到的随机变量很多都服从正态分布的原因，也正因如此，正态分布在概

率论和数理统计中占有极其重要的地位．

独立同分布情形的中心极限定理

定理 1 (林德伯格－莱维定理). 若 {Xn}n≥1 独立且同分布，E(X) = μ，D(X) = σ2 > 0，令

Yn =

∑n
=1

X − E
�∑n

=1
X

�
r
D
�∑n

=1
X

� =

n∑
=1

X − nμ
p
nσ

则其分布函数 Fn() 收敛到 ()，即对任何实数 ，

lim
n→∞Fn() = lim

n→∞P{Yn ≤ } =
∫ 
−∞

1p
2π

e−
t2

2 dt = ()

其中 () 是标准正态分布 N(0,1) 的分布函数，

独立同分布情形的中心极限定理

定理 1 实际上说明了 ∑n
=1

X − nμp
nσ

近似∼ N(0,1)

由此可见, 当 n 充分大时
n∑
=1

X
近似∼ N
�
nμ,nσ2
�

X =
1

n

n∑
=1

X
近似∼ N

�
μ,
σ2

n

�
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棣莫弗－拉普拉斯定理

设在某试验中事件 A 发生的概率为 p，将该试验独立地进行 n 次．记 ηn 为 n 次试验中事件

A 发生的总次数，X 为第  次试验中事件 A 发生的次数，则

ηn ∼ B(n,p),

X ∼ B(1,p),  = 1,2, · · · ,n,

且

ηn = X1 + X2 + · · · + Xn

易知：

E(ηn) = np, D(ηn) = np(1 − p).

棣莫弗－拉普拉斯中心极限定理

定理 2 (棣莫弗－拉普拉斯定理). 设随机变量 ηn 服从参数为 n,p 的二项分布，即 ηn ∼
B(n,p)，则对任意  有

lim
n→∞P
�

ηn − npp
np(1 − p) ≤ 

�
=
∫ 
−∞

1p
2π

e−
t2

2 dt = ().

注记. 棣莫弗－拉普拉斯定理表明，当 n 充分大时，ηn 近似服从正态分布，即可以近似认为

ηn ∼ N(np,np(1 − p)).
或者

ηn − npp
np(1 − p) ∼ N(0,1).

棣莫弗－拉普拉斯中心极限定理
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由棣莫弗－拉普拉斯中心极限定理易知: 当 n 充分大时, 对任意  < b, 有

P{ ⩽ ηn ⩽ b}= P
�

 − npp
np(1 − p) ⩽

ηn − npp
np(1 − p) ⩽

b − npp
np(1 − p)
�

≈ 
�

b − npp
np(1 − p)
�
− 
�

 − npp
np(1 − p)
�
.

中心极限定理

例 1. 独立地掷 10 颗骰子, 求掷出的点数之和在 30 到 40 点之间的概率.

解. 以 X 表示第  颗骰子掷出的点数 ( = 1,2, · · · ,10), 则
P{X = j} =

1

6
, j = 1,2, · · · ,6.

从而

E (X) = μ =
7

2
,D (X) = σ2 =

35

12

中心极限定理

由中心极限定理可得

P

(
30 ⩽

10∑
=1

X ⩽ 40
)
= P

 30 − 10 ×
7
2Ç

10 × 35
12

⩽
∑10

=1 X − 10 × 7
2Ç

10 × 35
12

⩽
40 − 10 × 7

2Ç
10 × 35

12


≈ 
 40 − 35Ç

10 × 35
12

− 
 30 − 35Ç

10 × 35
12



= 2

√√√ 6
7

− 1 ≈ 0.65.

中心极限定理



10 第五章 大数定律和中心极限定理

例 2. 在一家保险公司有一万人参加保险, 每年每人付 12 元保险费. 在一年内这些人死亡的

概率都为 0.006, 死亡后家属可向保险公司领取 1000 元, 试求:

(1) 保险公司一年的利润不少于 6 万元的概率;

(2) 保险公司亏本的概率.

解. 设参加保险的一万人中一年内死亡的人数为 X, 则

X ∼ b(10000,0.006).

由题设, 公司一年收人保险费 12 万元, 付给死者家属 1000X 元, 于是, 公司一年的利润为

120000 − 1000X = 1000(120 − X).

中心极限定理

由拉普拉斯中心极限定理可得：

(1) 保险公司一年的利润不少于 6 万元的概率为

P{1000(120 − X)⩾ 60000} = P{0 ⩽ X ⩽ 60}

≈ 
�
60 − 60
7.72

�
− 
�
0 − 60
7.72

�
= (0) − (−7.77) ≈ 0.5 − 0 = 0.5.

(2) 保险公司亏本的概率为

P{1000(120 − X) < 0}= P{X > 120} = P
�
X − 60
7.72

>
120 − 60
7.72

�
≈ 1p

2π

∫ ∞
7,77

e−
t2

2 dt

= 1 − (7.77) ≈ 1 − 1 = 0.

中心极限定理
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例 3. 独立地测量一个物理量, 每次测量产生的误差都服从区间 (−1,1) 上的均匀分布.

(1) 如果取 n 次测量的算术平均值作为测量结果, 求它与真值的差小于 ϵ 的概率;

(2) 计算 (1) 中当 n = 36, ϵ = 1
6 时，概率的近似值;

(3) 取 ϵ = 1
6 , 要使上述概率不小于 α = 0.95, 应进行多少次测量?

中心极限定理

解. 用 μ 表示所测量物理量的真值, X 表示第  次测量值, ϵ 表示第  次测量所产生的随机误

差 ( = 1,2, · · · ,n), 于是 X = μ + ϵ, 由题设 ϵ ∼ U(−1,1), 所以

E (ϵ) = 0, D (ϵ) =
[1 − (−1)]2

12
=
1

3
,

E (X) = μ, D (X) = D (μ + ϵ) =
1

3
( = 1,2, · · · ,n).

又 X1,X2, · · · ,Xn 独立同分布, 由中心极限定理, 当 n 充分大时, 随机变量∑n
=1

X − nμq
n
3

∼ N(0,1).

中心极限定理

于是，(1) 中所求概率为

P

¨�����1n
n∑
=1

X − μ
����� < ϵ

«
= P

¨����� n∑
=1

X − nμ
����� < nϵ

«

= P

(�����
∑n

=1
X − nμq

n
3

����� < ϵ
p
3n

)
≈ 2(p3nϵ) − 1.
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中心极限定理

(2) 当 n = 36, ϵ = 1
6 时, 所求概率为

P

¨����� 136
36∑
=1

X − μ
����� < 1

6

«
≈ 2
�
1

6

p
3 × 36
�
− 1

= 2(
p
3) − 1

≈ 2(1.73) − 1
= 0.92.

中心极限定理

(3) 要求 n, 使得

P

¨�����1n
n∑
=1

X − μ
����� < ϵ

«
≈ 2(p3nϵ) − 1 ⩾ α

即 (
p
3nϵ) ⩾ 1+α

2 , 为此对给定的 α, 先查标准正态分布表求 λ, 使 (λ) ⩾ 1+α
2 , 再令

ϵ
p
3n ⩾ λ, 由此确定出 n. 对于 α = 0.95, ϵ = 1

6 , 查表得 λ = 1.96, 从而

n ⩾
λ2

3ϵ2
=
(1.96)2

3 × 1
36

≈ 46.

中心极限定理

练习 1. 某公司有 200 名员工参加一种资格证书考试．按往年经验，该考试的通过率为 0.8．

试计算这 200 名员工至少有 150 人考试通过的概率． . . . . . . . . . . . . . . . . (1.77) = 0.9616．

练习 2. 设电站供电网有 10000 盏电灯，假设夜晚每一盏灯开灯概率都是 0.7，而且各盏灯

的开关时间彼此独立，试估计夜晚同时开着的灯数在 6900 到 7100 之间的概率．
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(1) 用切比雪夫不等式估计． · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·0.79

(2) 用中心极限定理估计． · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·0.9708

中心极限定理

练习 3. 扔硬币 100 个，估计正面朝上的个数在 40 到 60 之间的概率．

(1) 用切比雪夫不等式估计． · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·0.75

(2) 用中心极限定理估计． · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·0.9544
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