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第六章 样本及抽样分布

概率论与数理统计

概 率 论：给定概率分布，研究数据出现概率．

数理统计：给定部分观测数据，研究概率分布．

6.1 总体与样本

总体、个体与样本

数理统计中，称研究问题所涉及对象的全体为总体，总体中的每个成员为个体．从总体中抽

取若干个个体的过程称为抽样, 从总体中抽出的若干个体称为样本, 样本中所含个体的数量称

为样本容量．

例 1. 研究某工厂生产的电视机的寿命：

• 总体：工厂生产的电视机的全体

• 个体：工厂生产的每台电视机

• 样本：从全部电视机中抽取的一些样品
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总体、个体与样本

实际处理中，我们真正关心的并不一定是总体或个体本身，而真正关心的是总体或个体的某项

数量指标．故也将总体理解为那些研究对象的某项数量指标的全体．

例 2. 研究某工厂生产的电视机的寿命：

• 总体：工厂生产的电视机的寿命的全体

• 个体：工厂生产的每台电视机的寿命

例 3. 研究某地区所有家庭的年收入：

• 总体：所有家庭的年收入的全体

• 个体：每个家庭的年收入

总体分布

对一个总体，如果用 X 表示其数量指标，则我们随机地抽取个体时，X 就构成总体上的一个

随机变量．X 的分布称为总体分布．总体的特性是由总体分布来刻画的．因此，常把总体和总

体分布视为同义语．

总体分布

如果总体包含的个体数量是有限的，则称该总体为有限总体．否则称该总体为无限总体．有限

总体的分布是离散型的，且分布通常与总体所含个体数量有关系，研究起来比较困难．故总体

所含的个体数量很大时，一般近似视之为无限总体．
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样本的二重性

假设 X1,X2, · · · ,Xn 是从总体 X 中取出的样本，

1. 在对这些样本进行观测之前，X1, · · · ,Xn 是相互独立的随机变量，均服从总体分布；

2. 一旦对样本进行观测，X1, · · · ,Xn 即为确定的一组数值．

从而样本兼有随机变量和确定数值两种属性．有时为了区分，也将 X1, X2, · · · , Xn 的观测值

记为 1, 2, · · · , n，称为样本值．

简单随机抽样

一个抽样方法被称为简单随机抽样，如果该抽样方法所得到的样本具有：

1. 随机性：总体中每一个个体都有同等机会被选入样本, 这意味着每一样品 X 与总体 X 同

分布.

2. 独立性：样本中每一个样品取值不影响其他样品的取值, 也不受其他样品取值的影响, 这

意味着 X1,X2, · · · ,Xn 相互独立.

由简单随机抽样得到的样本称为简单随机样本.

样本分布

假设总体 X 服从离散型分布

P{X = } = p()

则 X1,X2, · · · ,Xn 的联合分布律为

P{X1 = 1,X2 = 2, · · · ,Xn = n}

=p(1)p(2) · · ·p(n).
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样本分布

假设总体 X 服从连续型分布且密度函数为

ƒ ()

则 X1,X2, · · · ,Xn 的联合概率密度为

g(1, · · · ,n) = ƒ (1)ƒ (2) · · · ƒ (n).

6.2 样本分布函数 直方图

样本分布函数

我们把总体的分布函数

F() = P(X ≤ )
称为总体分布函数. 从总体中抽取容量为 n 的样本得到 n 个样本观测值, 若样本容量 n 较大，

则相同的 n 观测值可能重复出现若干次，为此．

样本分布函数

将观测值整理, 并㝍出下面的样本频率分布表:

观测值 (1) (2) · · · () 总计

频数 n1 n2 · · · n n

频率 ƒ1 ƒ2 · · · ƒ 1

其中 (1) < (2) < · · · < () ( ⩽ n),

ƒ =
n

n
( = 1,2, · · · , ),

∑
=1

n = n,
∑

=1

ƒ = 1.
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样本分布函数

定义 1. 设函数

Fn() =


0,  < (1)∑
()⩽

ƒ, () ⩽  < (+1), ( = 1,2, · · · ,  − 1)
1,  ⩾ ()

其中和式
∑

()⩽
是对小于或等于  的一切 () 的频率 ƒ 求和,则称 Fn() 为样本分布函数或经

验分布函数.

样本分布函数

样本分布函数 Fn() 具有下列性质:

1. 0 ⩽ Fn() ⩽ 1;

2. Fn() 是非减函数;

3. Fn(−∞) = 0, Fn(+∞) = 1;

4. Fn() 在每个观测值 () 处是右连续的, 点 () 是 Fn() 的跳跃间断点, Fn() 在该点的

跃度就等于频率 ƒ,

样本分布函数

样本分布函数

对于任意的实数 , 总体分布函数 F() 是事件 {X ⩽ } 的概率; 样本分布函数 Fn() 是事件

{X ⩽ } 的频率. 根据伯努利大数定律可知, 当 n→∞ 时, 对于任意的正数 ϵ, 有

lim
n→∞P{|Fn() − F()| < ϵ} = 1.
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O

Fn()



0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

(1) (2) . . . ()

样本分布函数

定理 (格利文科定理). 设 1,2, . . . ,n 是取自总体分布函数为 F() 的样本, Fn() 是其经

验分布函数, 当 n→∞ 时, 有

P
§

sp
−∞<<+∞

|Fn() − F()| → 0
ª
= 1.

该定理表明, 当 n 相当大时, 样本分布函数是总体分布函数 F() 的一个良好的近似.

作频率分布直方图的步骤

1. 找出样本观测值 1,2, · · · ,n 中的最小值与最大值, 分别记作 ∗
1
与与 ∗

n
, 即

∗
1
=min{1,2, · · · ,n} , ∗

n
=mx{1,2, · · · ,n} .

2. 适当选取略小于 ∗
1
的数  与略大于 ∗

n
的数 b, 并用分点

 = t0 < t1 < t2 < · · · < t−1 < t = b

把区间 (,b) 分成  个子区间

[t0, t1) , [t1, t2) , · · · , [t−1, t) , · · · , [t−1, t) .

第  个子区间的长度为 Δt = t − t−1,  = 1,2, · · · , .
3. 把所有样本观测值逐个分到各子区间内, 并计算样本观测值落在各子区间内的频数 n 及

频率 ƒ =
n
n ( = 1,2, · · · , ).
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作频率分布直方图的步骤

4. 在 O 轴上截取各子区间, 并以各子区间为底, 以 ƒ
t−t−1 为高作小矩形, 这样作出的所有

小矩形就构成了直方图

注记. (1) 各个小矩形的面积 ΔS 就等于样本观测值落在该子区间内的频率, 即

ΔS = (t − t−1) ƒ

t − t−1 = ƒ ( = 1,2, · · · , ).
(2) 所有小矩形的面积的和等于 1:

∑
=1

ΔS =
∑

=1

ƒ = 1.

直方图

例 1. 为研究某厂工人生产某种产品的能力, 我们随机调查了 20 位工人某天生产的该种产品

的数量, 数据如下

160 196 164 148 170

175 178 166 181 162

161 168 166 162 172

156 170 157 162 154

写出产品数量的频率分布表，并作直方图.

直方图

解. 因为样本观测值中最小值为 148，最大值为 196，所以我们把数据的分布间确定为 (147,197),

并将区间分为 5 个子区间

[147,157), [157,167), [167,177), [177,187), [187,197),

由此得频率分布表：
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组序 分组区间 频数 频率

1 [147,157) 4 0.20

2 [157,167) 8 0.40

3 [167,177) 5 0.25

4 [177,187) 2 0.10

5 [187,197) 1 0.05

合计 20 1

直方图

根据频率分布表作出直方图：

O

频率/组距

147 157 167 177 187 197

0.01

0.02

0.03

0.04

6.3 样本函数与统计量

统计量

在实际问题中，总体分布一般是未知的，我们常常事先假定总体分布的类型，再通过取样的方

式确定分布中的未知参数．此时这些未知参数常常写成样本的函数．

定义 1. 若样本函数 g(X1, . . . ,Xn) 不含有任何未知参数，则称这类函数为统计量．
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统计量

例如：研究某城市居民的收入情况，事先假定该城市居民的年收入 X 服从正态分布 N(μ,σ2)，

其中 μ 与 σ2 都是未知参数．在抽取样本 X1,X2, · · · ,Xn 的情况下，一般用样本平均值
X1 + X2 + · · · + Xn

n
近似估计 μ，该平均值就是一个统计量．

统计量

作为对比，以下函数含有问题中的未知参数，因此不是统计量
X1 + X2 + · · · + Xn

nσ
,

X1 + X2 + · · · + Xn

n
− μ.

常用统计量

定义 2. 对样本 X1,X2, · · · ,Xn，称

X :=
1

n

n∑
=1

X =
X1 + X2 + · · · + Xn

n

为样本均值．

常用统计量

定义 3. 对样本 X1,X2, · · · ,Xn，称

S2 :=
1

n − 1
n∑
=1

(X − X)2
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为样本方差；称

S :=

√√√ 1

n − 1
n∑
=1

(X − X)2

为样本标准差．

常用统计量

样本方差的性质：

S2 =
1

n − 1
�

n∑
=1

X2

− nX2

�
.

例 1. 已知样本值为 (2,−1,0,−2,0)，求 X 和 S2．

解. X = − 1
5 和 S2 = 11

5 ．

练习 1. 已知样本值为 (0,1,3,−3,−2)，求 X 和 S2．

解. X = − 1
5 和 S2 = 57

10．

常用统计量

定义 4. 对样本 X1,X2, · · · ,Xn 及正整数 k，称

Ak :=
1

n

n∑
=1

Xk

=
Xk
1
+ Xk

2
+ · · · + Xk

n

n

为 样本 k 阶原点矩；对 k ≥ 2，称
Mk :=

1

n

n∑
=1

�
X − X

�k
为 样本 k 阶中心矩．

大样本的均值

大数定律的结论：大量同分布随机变量的算数平均数依概率收敛于它们的期望．
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定理 1. 设 X1,X2, · · · ,Xn 是来自均值为 μ、方差为 σ2 的总体的简单样本，总体的 k 阶原点

矩存在且为 E(Xk) = μk, 则

Ak =
1

n

n∑
=1

Xk


P−→ μk, k = 1,2, · · · ,

注记. 由第五章中关于依概率收敛的序列的性质知道

g (A1,A2, · · · ,Ak)
P−→ g (μ1,μ2, · · · ,μk) ,

其中 g 为连续函数.

均值的大样本分布

中心极限定理的常用结论：

大量同分布随机变量的和、平均值近似服从正态分布．

定理 2. 设 X1,X2, · · · ,Xn 是来自均值为 μ、方差为 σ2 的总体的简单样本，则当 n 充分大时，

近似地有

X ∼ N
�
μ,
σ2

n

�
.

复习与提高

选择. 设总体 X ∼ B(1,p)，其中参数 p ∈ (0,1) 未知．X1,X2,X3 是来自总体 X 的简单随机

样本，X 为样本均值，则下列选项中不是统计量的为 (B)

(A) min{X1,X2,X3} (B) X1 − (1 − p)X
(C) mx{X1,X2,X3} (D) X3 − 3X



14 第六章 样本及抽样分布

6.4 抽样分布

6.4.1 三个重要分布

统计学的三大分布

统计量的分布称为抽样分布．

在使用统计量进行统计推断时常需知道它的分布. 当总体的分布函数已知时，抽样分布是确定

的，然而要求出统计量的精确分布，一般来说是困难的.

以下三个来自正态分布的抽样分布

χ2 分布，t 分布，F 分布

称为统计学的三大分布．

χ2 分布

定义 1. 设 X1,X2, · · · ,Xn 相互独立，都服从标准正态分布，则

χ2 =
n∑
=1

X2

= X2

1
+ X2

2
+ · · · + X2

n

称为服从自由度为 n 的 χ2 分布，记为 χ2 ∼ χ2(n)．此处的自由度指定义右端包含独立随机

变量的个数.

定理 1. n 个自由度的 χ2 分布的概率密度函数为：

ƒ () =


1

2n/2(n/2)
n
2−1e− 

2 ,  > 0;

0,  ≤ 0.

χ2 分布的概率密度函数
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O 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

ƒ ()

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

n = 1
n = 2

n = 4
n = 6

n = 10

χ2 分布的性质

1. 若 X 服从标准正态分布，χ2 = X2，则 χ2 服从 1 个自由度的 χ2 分布，即

χ2 ∼ χ2(1).

2. 可加性：设 χ2
1
∼ χ2(n1), χ2

2
∼ χ2(n2)，且两者相互独立，则

χ2
1
+ χ2

2
∼ χ2(n1 + n2).

注记. 此结论可推广: 设 X ∼ χ2 (n) ( = 1,2, · · · ,k) 且相互独立, 则
k∑
=1

X ∼ χ2

�
k∑
=1

n

�
.

χ2 分布的性质

3. χ2 分布的数字特征：E(χ2(n)) = n, D(χ2(n)) = 2n.

证明. 因 X ∼ N(0,1), 故 E
�
X2


�
= D (X) = 1, E

�
X4


�
= 3,  = 1,2, · · · ,n, 因此

E
�
χ2
�
= E

�
n∑
=1

X2


�
=

n∑
=1

E
�
X2


�
= n.
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又

D
�
X2


�
= E

�
X4


�− �E �X2


��2
= 3 − 1 = 2,

由于 X1,X2, · · · ,Xn 相互独立, 所以 X2
1
,X2

2
, · · · ,X2

n
也相互独立, 于是

D
�
χ2
�
= D

�
n∑
=1

X2


�
=

n∑
=1

D
�
X2


�
= 2n.

χ2 分布的分位点

定义 2. 设有分布函数 F(), 对给定的 α(0 < α < 1), 若有

P{X > α} = α,

则称点 α 为 F() 的上 α 分位点.

当 F() 有概率密度 ƒ () 时, 上式可写成

P{X > α} =
∫ +∞

α

ƒ ()d = α.

χ2 分布的分位点

定义 3. 对给定的 α ∈ (0,1)，称满足条件

P{χ2(n) > χ2
α
(n)} = α

的点 χ2
α
(n) 为 χ2(n) 分布的上 α 分位点．

例 1. 设 α = 0.05，n = 20，查表得

χ2
0.05
(20) = 31.41.
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−6 −4 −2 0 2 4 6
0

0.05
0.1

0.15
0.2

0.25
0.3

0.35
0.4

N(0,1)
t(25)
t(9)
t(2)

t 分布

定义 4. 设两个随机变量 X,Y 相互独立，并且

X ∼ N(0,1), Y ∼ χ2(n).

则称

T :=
Xp
Y/n

为服自由度为从 n 的 t 分布，记为 T ∼ t(n)．
定理 2. 具有 n 个自由度的 t 分布的概率密度函数为：

ƒ () =

�n+1

2

�
p
nπ ·  �n2�

�
1 +

2

n

�− n+1
2

.

注记. t 分布的概率密度函数为偶函数．

t 分布的概率密度函数

注记. t 分布与标准正态分布的关系：t(∞) = N(0,1)．

t 分布的分为点
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设 T ∼ t(n)．对给定的 α ∈ (0,1)，称满足条件

P{T > tα(n)} = α

的点 tα(n) 为 t(n) 分布的上 α 分位点．

例 2. t0.05(10) = 1.812

性质. t1−α(n) = −tα(n),

F 分布

定义 5. 设两个随机变量 Y1,Y2 相互独立，并且

Y1 ∼ χ2(m), Y2 ∼ χ2(n)

则

F :=
Y1/m

Y2/n
∼ F(m,n).

称为自由度为 m 和 n 的 F 分布，记为 F ∼ F(m,n)．

定理 3. 自由度为 m 和 n 的 F 分布的概率密度为

ƒ () =


(m+n2 )

(m2 )·( n2 )
�m
n

�m
2 

m
2 −1 �1 + m

n 
�− m+n

2 ,  > 0;

0,  ≤ 0.
F 分布的密度函数

F 分布的性质

F 分布的性质：

1. 若 F ∼ F(m,n)，则 1/F ∼ F(n,m)．

2. 若 T ∼ t(n)，则 T2 ∼ F(1,n)．
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图 6.1: F 分布的密度函数

F 分布的分位点

设 F ∼ F(m,n)．对给定的 α ∈ (0,1)，称满足条件

P{F > Fα(m,n)} = α

的点 Fα(m,n)) 为 F(m,n) 分布的上 α 分位点．

性质. F1−α(m,n) =
1

Fα(n,m)
.

例 3. F0.95(15,10) = 1/F0.05(10,15) = 1/2.54 = 0.394.

6.4.2 正态总体统计量的分布

单个正态总体的统计量的分布
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定理 4. 设 X1,X2, · · · ,Xn 是取自正态总体 N(μ,σ2) 的样本．则 X 与 S2 相互独立，且有

X − μ
σ/
p
n
∼ N(0,1),

(n − 1)S2

σ2
∼ χ2(n − 1),

X − μ
S/
p
n
∼ t(n − 1).

正态总体统计量的分布

研究数理统计的问题时, 往往需要知道所讨论的统计量

g (X1,X2, · · · ,Xn)

的分布.

一般说来, 要确定某个统计量的分布是困难的, 有时甚至是不可能的. 然而, 对于总体服从正态

分布的情形已经有了详尽的研究.

下面我们讨论服从正态分布的总体的统计量的分布.

假设 X1,X2, · · · ,Xn是来自正态总体 N
�
μ,σ2

�
的样本,即它们是独立同分布的,皆服从 N

�
μ,σ2

�
分布, 样本均值与样本方差分别是

X =
1

n

n∑
=1

X S2 =
1

n − 1
n∑
=1

�
X − X

�2

正态总体统计量的分布

定理 5. 设总体 X 服从正态分布 N
�
μ,σ2

�
, 则 X ∼ N �μ, σ

2

n

�
, 即

(X − μ)pn
σ

∼ N(0,1).
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证明. 因为随机变量 X1,X2, · · · ,Xn 相互独立, 并且与总体 X 服从相同的正态分布 N
�
μ,σ2

�
,

所以由正态分布的性质可知, 它们的线性组合

X =
1

n

n∑
=1

X =
n∑
=1

1

n
X

服从正态分布 N
�
μ, σ

2

n

�
, 即 (X−μ)pn

σ ∼ N(0,1).

正态总体统计量的分布

定理 6. 设总体 X 服从正态分布 N
�
μ,σ2

�
, 则

1. 样本均值 X 与样本方差 S2 相互独立;

2. 统计量 X2 = (n−1)S2
σ2 服从自由度为 n − 1 的 X2 分布, 即

χ2 =
(n − 1)S2

σ2
∼ χ2(n − 1).

这个定理的证明从略. 我们仅对自由度做一些说明．

正态总体统计量的分布

由样本方差 S2 的定义易知

(n − 1)S2 =
n∑
=1

�
X − X

�2
,

所以统计量

χ2 =
(n − 1)S2

σ2
=

1

σ2

n∑
=1

�
X − X

�2
=

n∑
=1

 
X − X
σ

!2

虽然是 n 个随机变量的平方和, 但是这些随机变量不是相互独立的, 因为它们的和恒等于零:
n∑
=1

X − X
σ

=
1

σ

�
n∑
=1

X − nX
�
= 0.

由于受到一个条件的约束, 所以自由度为 n − 1.
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正态总体统计量的分布

例 4. 设 X1,X2, · · · ,Xn 是来自 N
�
μ,σ2

�
的样本, 证明: 统计量

T =
(X − μ)pn

S
∼ t(n − 1).

分析： t 分布的定义为

T :=
Xp
Y/n

, X ∼ N(0,1), Y ∼ χ2(n).

由定理 5 知, 统计量

 =
(X − μ)pn

σ
∼ N(0,1).

又由定理 6 知, 统计量

χ2 =
(n − 1)S2

σ2
∼ χ2(n − 1).

正态总体统计量的分布

证明. 由定理 5 知, 统计量

 =
(X − μ)pn

σ
∼ N(0,1).

又由定理 6 知, 统计量

χ2 =
(n − 1)S2

σ2
∼ χ2(n − 1).

因为 X 与 S2 相互独立, 所以  = (X−μ)pn
σ 与 χ2 = (n−1)S2

σ2 也相互独立. 于是, 由 t 分布的定

义可知, 统计量

T =
r
χ2

n−1
=

X−μ
σ/
p
nr

(n−1)S2/σ2
n−1

=
(X − μ)pn

S
∼ t(n − 1).
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正态总体统计量的分布

定理 7. 设 X1,X2, · · · ,Xn1 是来自 N
�
μ1,σ2

�
,Y1,Y2, · · · ,Yn2 是来自 N

�
μ2,σ2

�
的两个独立

样本 (指随机变量
�
X1,X2, · · · ,Xn1

�
和
�
Y1,Y2, · · · ,Yn2

�
相互独立), 记

X =
1

n1

n1∑
=1

X, Y =
1

n2

n2∑
j=1

Yj, S2
1
=

1

n1 − 1
n1∑
=1

�
X − X

�2
,

S2
2
=

1

n2 − 1
n2∑
j=1

�
Yj − Y

�2
, S2

ω
=
(n1 − 1)S2

1
+ (n2 − 1)S2

2

n1 + n2 − 2 , Sω =
Ç
S2
ω

,

证明: 统计量

T =
(X − Y) − (μ1 − μ2)

Sω

Ç
1
n1
+ 1

n2

∼ t (n1 + n2 − 2)

正态总体统计量的分布

证明. 由定理 5 可知, 统计量

X ∼ N
�
μ1,

σ2

n1

�
, Y ∼ N

�
μ2,

σ2

n2

�
,

且 X 与 Y 相互独立, 由正态分布的性质知

X − Y ∼ N
�
μ1 − μ2,

σ2

n1
+
σ2

n2

�
即

U =
(X − Y) − (μ1 − μ2)

σ
Ç

1
n1
+ 1

n2

∼ N(0,1).

正态总体统计量的分布
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又由定理 6 知

(n1 − 1)S2
1

σ2
∼ χ2 (n1 − 1) , (n2 − 1)S2

2

σ2
∼ χ2 (n2 − 1) .

因为 S2
1
与 S2

2
相互独立, 所以由 χ2 分布的可加性可知, 统计量

V =
(n1 − 1)S2

1
+ (n2 − 1)S2

2

σ2
∼ χ2 (n1 + n2 − 2) .

因为 X 与 S2
1
相互独立, Y 与 S2

2
相互独立, 所以统计量 U 与 V 也相互独立, 于是, 由 t 分布

的定义可知, 统计量

T =
UÇ
V

n1+n2−2
=
(X − Y) − (μ1 − μ2)

Sω

Ç
1
n1
+ 1

n2

∼ t (n1 + n2 − 2) .

正态总体统计量的分布

例 5 (续上例). 记

S2
1
=

1

n1 − 1
n1∑
=1

�
X − X

�2
S2
2
=

1

n2 − 1
n2∑
j=1

�
Yj − Y

�2
则 F = S2

1
/S2

2
∼ F (n1 − 1,n2 − 1)

证明. 由定理6知

(n1 − 1)S2
1

σ2
∼ χ2 (n1 − 1) , (n2 − 1)S2

2

σ2
∼ χ2 (n2 − 1)

由假设, S2
1
, S2

2
相互独立, 则由 F 分布的定义知

(n1 − 1)S2
1

(n1 − 1)σ2

� (n2 − 1)S2
2

(n2 − 1)σ2
=
S2
1

S2
2

∼ F (n1 − 1,n2 − 1)

正态总体统计量的分布
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注记. 若两个正态分布的方差 σ2
1
与 σ2

2
不相等, 则统计量 F =

S2
1
/S2

2

σ2
1
/σ2

2
∼ F (n1 − 1,n2 − 1)

本节所介绍的几个分布以及几个重要结论，在下面各章中都起着重要的作用．应注意，它们都

是在总体为正态这一基本假定下得到的．
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