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第十章 微分方程与差分方程

10.1 微分方程的基本概念

微积分研究的主要对象是函数. 因此, 如何寻找函数关系在实践中具有十分重要的意义.

在自然科学、生物科学以及经济与管理科学的许多领域中, 反映变量之间内在联系的函数关系,

往往都不能直接得到,而必须通过建立实际问题的数学模型——微分方程,并求解这个微分方

程才能得到.

积分问题：已知 y′ = ƒ (), 求 y.

微分方程：已知含 y 及其若干阶导数的方程，求 y.

例 1. 一曲线通过点 (1,2), 且在该曲线上任一点 M(,y) 处的切线斜率为 2, 求这曲线的方

程.

解. 设所求曲线为 y = y(), 由题有
dy

d
= 2

且满足: 当  = 1 时, y = 2.

两边积分, 得 y =
∫
2d 即 y = 2 + C, 求得 C = 1.

所以, 所求曲线方程为

y = 2 + 1.

定义 1. 含有未知函数的导数或微分的方程

F(,y,y′,y′′, · · · ,y(n)) = 0

称为微分方程．其中出现的导数的最高阶数 n，称为微分方程的阶．
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例子. 判别下列微分方程的阶数：

(1)
dy

d
+ y = 

(2) d − y2 dy = 0

(3) y′′ + y′ = e

1. 按阶数分

• 一阶微分方程：F(,y,y′) = 0 或 y′ = ƒ (,y);

• 高阶 (n 阶) 微分方程：

F(,y,y′, · · · ,y(n)) = 0 或 y(n) = F(,y,y′, · · · ,y(n−1))

2. 按未知函数变量的个数分类

• 常微分方程：未知函数是一元函数

• 偏微分方程：未知函数是多元函数

3. 按线性与非线性分类

• 线性微分方程：形如

y(n) + 1()y(n−1) + · · · + n−1()y′ + n()y = ƒ ()

的方程

• 不是线性微分方程的微分方程

4. 按方程个数分类

• 单个微分方程

• 微分方程组

定义 2. 代入微分方程能使方程成为恒等式的函数称为微分方程的解．
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设 y = ϕ() 在区间  上有 n 阶导数,

F
(
,ϕ(),ϕ′(), · · · ,ϕ(n)()) = 0

则称函数 y = ϕ() 为微分方程在区间  上的解.

例 2. y = 2 + c 是方程
dy

d
= 2 的解．

例 3. 验证下列函数都是微分方程 y′′ − 2y′ + y = 0 的解．

(1) y = Ce (2) y = e

(3) y = C1e + C2e

解. 将函数分别带入微分方程，容易验证等式成立，故他们均是微分方程的解．

注记. 上述解的区别：有的含有任意常数，有的不含有．

1. 通解: 微分方程的解中含有独立的任意常数 (它们不能通过合并使得任意常数的个数减

少), 且独立的任意常数的个数与微分方程的阶数相同.

2. 特解: 确定了通解中任意常数以后的解. (用来确定任意常数的条件称为初始条件).

注记. 微分方程解的的图像叫做微分方程的积分曲线，通解的图像叫做积分曲线族．

初值问题: 求微分方程满足初始条件的特解的问题.

一阶:

{
y′ = ƒ (,y)
y|=0 = y0

过定点的积分曲线;

二阶:

{
y′′ = ƒ (,y,y′)
y|=0 = y0,y′|=0 = y′

0

过定点且在定点的切线的斜率为定值的积分曲线.

例 4. 求解一阶微分方程


dy

d
= 2

y
∣∣
=1 = 3 · · · · · 初始条件

解. 对方程两边积分，得到

y = 2 + C（C 为任意常数） · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 通解

将  = 1 时 y = 3 代入上式，得到 C = 2．因此

y = 2 + 2 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 特解
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注记 1. 上述方法称初等积分法：通解可以通过两边求积分得到.

例 5. 求解二阶微分方程

{
y′′ = −1,

y
∣∣
=0 = 0, y′

∣∣
=0 = 1.

解. 对方程两边积分，得到

(1) y′ = − + C1（C1 为常数）

再对前式两边积分，得到

(2) y = − 1
2
2 + C1 + C2（C1,C2 为常数）· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 通解

将初始条件 y′|=0 = 1 代入 (1)，得到 C1 = 1．

将初始条件 y|=0 = 0 代入 (2)，得到 C2 = 0．因此

y = − 1
2
2 +  · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 特解

本节基本概念：

1. 微分方程;

2. 微分方程的阶;

3. 微分方程的解;

• 初值问题;

• 初始条件;

• 通解;

• 特解;

• 积分曲线.

思考. 函数 y = 3e2 是微分方程 y′′ − 4y = 0 的什么解?

答案. 易知

y′ = 6e2, y′′ = 12e2,

带入方程得

y′′ − 4y = 12e2 − 4 · 3e2 = 0.

故方程是微分方程的解，又 y = 3e2 不含任意常数，故解为特解．
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10.2 一阶微分方程

一阶微分方程的一般形式为 F(,y,y′) = 0．对应的初始条件为 y|=0 = y0. 在这一节中，我

们将研究 3 种一阶微分方程：

1. 可分离变量的微分方程

2. 齐次方程

3. 一阶线性微分方程

10.2.1 可分离变量的微分方程

若一阶微分方程可以写为 ƒ (y)dy = g()d，则称方程为可分离变量的微分方程．

对这种方程的两边同时积分，就可以求出它的通解．

ƒ (y)dy = g()d =⇒
∫
ƒ (y)dy =
∫
g()d

=⇒ F(y) = G() + C
(10.2.1)

例 1. 求微分方程
dy

d
= 2y 的通解.

解. 分离变量得
dy

y
= 2d,

两端积分

∫
dy

y
=
∫
2d, 得

ln |y| = 2 + C1 =⇒ y = ±eC1e
2
.

记 ±eC1 为 C, 则方程的通解为 y = Ce2 .

练习 1. 求微分方程
dy

d
= 32y 的通解．
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答案. 分离变量得
dy

y
= 32 d,

两边积分

∫
dy

y
=
∫
32 d 得

ln |y| = 3 + C1 =⇒ y = ±e3+C1 = ±eC1e
3

令 C = ±eC1 , 则 y = Ce3 (C 为任意常数 )

例 2. 求解方程
dy

d
= ky (指数增长与指数衰减方程)

解. 分离变量得
1

y
dy = k d.

两端积分, 得

ln |y| = k + c,=⇒ |y| = ek+c = ec · ek = Aek

其中 A = ec 为任意正常数, 所以

y = (±A)ek = Bek

是方程的通解．由此可知，微分方程
dy

d
= k 的解当 k > 0 时总是指数增长的, 当 k < 0 时，

总是指数衰减的.

例 3. 解初值问题

{
yd +

(
2 + 1

)
dy = 0

y(0) = 1

解. 分离变量得
dy

y
= − 

1 + 2
d.

两边积分得

ln |y| = ln
1√

2 + 1
+ ln |C|,

即 y
√
2 + 1 = C (C 为任意常数).

由初始条件得 C = 1 ，故所求特解为

y
√
2 + 1 = 1.



10.2 一阶微分方程 9

练习 2. 求方程 (1 + e)dy = ye d 的通解.

答案. 分离变量得：
1

y
dy =

e

1 + e
d,

两边积分得： ∫
1

y
dy =
∫

e

1 + e
d =⇒ ln |y| = ln (1 + e) + c1,

于是方程的通解为

y = c(1 + e).

10.2.2 齐次方程

形如

dy

d
= ƒ
Åy


ã
的微分方程称为齐次方程．

例如：

dy

d
=
 − 2y
 + y

dy

d
=

y2

y − 2

1. 标准化：将微分方程化为
dy

d
= ƒ (

y


)

2. 换元：令  =
y


，则有 y = ，从而

dy

d
= 

d

d
+ ．代入原方程得到


d

d
+  = ƒ ()

3. 分离变量：得到
d

ƒ () −  =
d


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4. 两边积分：得到通解，然后将  代回

例 4. 求解微分方程 Å
 − y cos y



ã
d +  cos

y


dy = 0.

解. 令  =
y


, 则 dy = d + d, 于是

( −  cos)d +  cos(d + d) = 0,

分离变量得

cosd = − d

=⇒ sin = − ln || + C.

微分方程的通解为

sin
y


= − ln || + C.

例 5. 求解微分方程
d

2 − y + y2
=

dy

2y2 − y .

解. 由条件可得

dy

d
=

2y2 − y
2 − y + y2

=
2
Ä
y


ä2 − y


1 − y
 +
Ä
y


ä2
令  =

y


, 则

dy

d
=  + 

d

d
, 带入上述方程可得

 + ′ =
22 − 

1 −  + 2
.

分离变量并化简可得 ñ
1

2

Ç
1

 − 2 −
1



å
− 2

 − 2 +
1

 − 1
ô
d =

d



两边同时积分可得

ln | − 1| − 3

2
ln | − 2| − 1

2
ln || = ln || + lnC1

化简可得

 − 1
p
( − 2) 32 = C, (C = ±C1)
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故微分方程的解为

(y − )2 = C2y(y − 2)3.

练习 3. 求微分方程
(
 tn

y


+ y

)
d = dy 在初始条件 y|=2 = π 下的特解．

解. 方程即为
dy

d
= tn

y


+
y


．

• 令  =
y


，得到 

d

d
+  = tn + ．

• 分离变量，得到 cot d =
d


．

• 两边积分，得到 ln | sin| = ln || + C0．

• 整理等式，得到 sin = C，即 sin
y


= C．

代入初始条件，得到 C =
1

2
，故特解为 sin

y


=
1

2
．

10.2.3 一阶线性微分方程

一阶线性微分方程 y′ + p()y = q()．

• 若 q() ≡ 0，称为一阶线性 .齐 .次微分方程

• 若 q() 6≡ 0，称为一阶线性 .非 .齐 .次微分方程

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

(1) y′ + y = 2 3

(2) y′ + y2 = sin 7

(3) yy′ + y = 1 7
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先看一阶线性 .齐 .次微分方程 y′ + p()y = 0．

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

分离变量得到

dy

y
= −p()d

两边同时积分，得到

ln |y| = −
∫
p()d + C0

消去对数，得到通解为（其中 C = ±eC0）

y = Ce−
∫
p()d

将 y = ()e−
∫
p()d 代入 y′ + p()y = q()．

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
y′ = ′()e

∫ −p()d + ()
Ä
e
∫ −p()dä′

= ′()e
∫ −p()d − ()p()e∫ −p()d

= ′()e
∫ −p()d − p()y

得到

′()e
∫ −p()d = q()

即有

′() = q()e
∫
p()d

将 y = ()e−
∫
p()d 代入 y′ + p()y = q()．

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
′() = q()e

∫
p()d

⇒ () =
∫
q()e
∫
p()d d + C

⇒ y = e
∫ −p()d Ç∫ q()e∫ p()d d + C

å
上式即为一阶线性非齐次方程的通解公式．
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例 6. 求方程
dy

d
− y


= 2 的通解.

解. 第一步，求相应的齐次方程的通解

y′ − 1


y = 0 =⇒ dy

y
=
d



易得 ln |y| = ln || + c1, 故齐次方程的通解为 y = c.

第二步，用常数变易法求非齐次方程的通解: 令 y = (), 则

y′ = ′() + (),

代入方程得

′() = 2 =⇒ ′() = .

因此 () =
2

2
+ c，从而所求通解为

y =
3

2
+ c.

例 7. 求方程 y′ +
1


y =

sin


的通解.

解. 由条件易知

P() =
1


, Q() =

sin


,

带入公式可得通解为

y = e−
∫ 1

 d

Ç∫
sin


· e∫ 1 d d + C

å
= e− ln

Ç∫
sin


· eln d + C

å
=
1



Ç∫
sind + C

å
=
1


(− cos + C)

例 8. 求方程
(
y2 − 6) dy

d
+ 2y = 0 的通解.

解. 方程化为
d

dy
− 3

y
 = − y

2
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相对应于 及其导数而言,是一阶线性微分方程,故先求 (y). 其中 P(y) = − 3
y , Q(y) = − y

2 ,

带入公式，即可得通解为

 = e−
∫
P(y)dy

Ç∫
Q(y) · e∫ P(y)dy dy + C

å
= e3
∫ 1

y dy

Ç∫ Å
− y
2

ã
· e−3∫ 1y dy dy + C

å
= e3 lny

Ç
−
∫

y

2
· e−3 lny dy + C

å
= y3

Ç
1

2y
+ C

å
.

例 9. 如图所示, 平行于 y 轴的动直线被曲线 y = ƒ ()
与 y = 3( ≥ 0) 截下的线段 PQ 之长数值上等于阴影

部分的面积, 求曲线 ƒ ().


y

Q

P

y = ƒ ()
y = 3

解. 由条件知
∫ 
0
ƒ ()d = 3 − ƒ () 即 ∫ 

0
yd = 3 − y. 两边求导得 y′ + y = 32, 解此

微分方程得

y = e−
∫
d

ñ∫
32e
∫
dd + C

ô
= Ce− + 32 − 6 + 6

由 y|=0 = 0, 得 C = −6, 所求曲线为
y = 3

(−2e− + 2 − 2 + 2 ).

1. 可分离变量微分方程 ƒ ()d = g(y)dy

• 两边积分得
∫
ƒ ()d =
∫
g(y)dy

2. 齐次微分方程 dy
d = ƒ ( y )

• 标准化：将微分方程化为 dy
d = ƒ ( y )

• 换元：令  = y
，则有 y = ，从而 dy

d =  d
d + ．代入原方程得到


d

d
+  = ƒ ()
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• 分离变量：得到
d

ƒ () −  =
d



• 两边积分：得到通解，然后将  代回

3. 一阶线性微分方程 y′+ p()y = q() (q() = 0称为一阶齐次线性微分方程, q() 6= 0

称为一阶非齐次线性微分方程)

• 先用变量分离法求 y′ + p()y = 0 的解得 y = Ce−
∫
p()d.

• 将 y = ()e−
∫
p()d 代入 y′ + p()y = q()．

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
′() = q()e

∫
p()d

⇒ () =
∫
q()e
∫
p()d d + C

⇒ y = e
∫ −p()d Ç∫ q()e∫ p()d d + C

å
上式即为一阶线性非齐次方程的通解公式．

10.3 一阶微分方程在经济学中的综合应用

例 1. 某商品的需求量 Q 对价格 P 的弹性为 −P ln 3, 若该商品的最大需求量为 1200 (即

P = 0 时, Q = 1200) ( P 的单位为元, Q 的单位为 kg ).

(1) 试求需求量 Q 与价格 P 的函数关系;

(2) 求当价格为 1 元时, 市场对该商品的需求量;

(3) 当 P→ +∞ 时, 需求量的变化趋势如何?
解. 由条件可知

P

Q
· dQ
dP
= −P ln 3 =⇒ dQ

dP
= −Q ln 3.

分离变量并求解此微分方程, 得

dQ

Q
= − ln 3 dP =⇒ Q = Ce−P ln 3 (C为任意常数).
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(1) 由 Q|P=0 = 1200 得, C = 1200,

Q = 1200 × 3−P.
(2) 当 P = 1 元时, Q = 1200 · 3−1 = 400( kg).

(3) 显然 P→ +∞ 时, Q→ 0,即随着价格的无限增大,需求量将趋于零 (其数学上的意义为,

Q = 0 是所给方程的平衡解, 且该平衡解是稳定的).

例 2. 设某商品的需求函数与供给函数分别为®
Qd =  − bP,

Qs = −c + dP
(其中,b,c,d 均为正常数).

假设商品价格 P 为时间 t 的函数, 已知初始价格 P(0) = P0, 且在任一时刻 t, 价格 P(t) 的变

化率总与这一时刻的超额需求 Qd − Qs 成正比 (比例常数为 k > 0).

(1) 求供需相等时的价格 P (均衡价格);

(2) 求价格 P(t) 的表达式;

(3) 分析价格 P(t) 随时间的变化情况.

解. (1) 由 Qd = Qs 得 Pe =
+c
b+d .

(2) 由题意可知
dP

dt
= k (Qd − Qs) (k > 0).

将 Qd =  − bP,Qs = −c + dP 代人上式, 得

dP

dt
+ k(b + d)P = k( + c).

解一阶非齐次线性微分方程, 得通解为

P(t) = Ce−k(b+d)t +
 + c

b + d

由 P(0) = P0, 得

C = P0 −  + c

b + d
= P0 − Pe

则特解为

P(t) = (P0 − Pe)e−k〈b+d〉t + Pe.



10.3 一阶微分方程在经济学中的综合应用 17

(3) 讨论价格 P(t) 随时间的变化情況.

由于 P0− Pe 为常数, k(b+ d) > 0, 故当 t→ +∞ 时, (P0 − Pe)e−k(b+d)t → 0, 从而 P(t)→
Pe (均衡价格) (从数学上讲,显然均衡价格 Pe 即为微分方程的平衡解,且由于 limt→+∞ P(t) =

Pe, 故微分方程的平衡解是稳定的).

例 3. 某林区实行封山养林, 现有木材 10 万立方米, 如果在每一时刻 t 木材的变化率与当时

木材数成正比. 假设 10 年时这林区的木材为 20 万立方米. 若规定, 该林区的木材量达到 40

万立方米时才可砍伐, 问至少多少年后才能砍伐?

解. 若时间 t 以年为单位, 假设任一时刻 t 木材的数量为 P(t) 万立方米, 由题意可知,

dP

dt
= kP (k 为比例常数)

且 P|t=0 = 10, P|t=10 = 20. 该方程的通解为

P = Cekt,

将 t = 0 时, P = 10 代人, 得 C = 10, 故

P = 10ekt,

再将 t = 10 时, P = 20 代人, 得 k = ln 2
10 , 于是

P = 10e
ln 2
10 t = 10 · 2 1

10 ,

要使 P = 40, 则 t = 20. 故至少 20 年后才能砍伐.

例 4. 某商场的销售成本 y 和存贮费用 S 均是时间 t 的函数, 随时间 t 的增长, 销售成本的

变化率等于存贮费用的倒数与常数 5 的和, 而贮存费用的变化率为存贮费用的
Ä− 1

3

ä
倍. 若当

t = 0 时, 销售成本 y = 0, 存贮费用 S = 10. 试求销售成本与时间 t 的函数关系及存贮费用

与时间 t 的函数关系.

解. 由条件知

dy

dt
= 1

S + 5, (10.3.1)

dS

dt
= − 1

3S (10.3.2)
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解微分方程 (10.3.2) 得

S = Ce−
t
3 .

由 S|t=0 = 10 得 C = 10, 故存财费用与时间 t 的函数关系为

S = 10e−
1
3 ,

将上式代人微分方程 (10.3.1), 得
dy

dt
=

1

10
e

1
3 + 5

从而

y =
3

10
e

t
3 + 5t + C1,

由 y|t=0 = 0, 得 C1 = − 3
10 . 从而销售成本与时间 t 的函数关系为

y =
3

10
e

t
3 + 5t − 3

10
.

掌握一类经济问题建立数学模型的方法:

1. 理解函数关系;

2. 建立微分方程;

3. 确定初始条件;

4. 求解.

10.4 二阶常系数线性微分方程

在实际中应用得较多的一类高阶微分方程是二阶常系数线性微分方程, 它的一般形式是

y′′ + py′ + qy = ƒ (),

其中 p,q 为实常数, ƒ () 为  的已知函数. 当方程右端 ƒ () ≡ 0 时, 方程叫做 .齐 .次 .的; 当

ƒ () ≡ 0 时, 方程叫做 .非 .齐 .次 .的.

研究 .二 .阶 .常 .系 .数 .齐 .次 .线 .性 .微 .分 .方 .程：y′′ + py′ + qy = 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
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定理 1. 如果函数 y1() 与 y2() 是二阶常系数齐次线性微分方程的两个解, 则 y = C1y1 +

C2y2 也是方程的解. (C1,C2 是任意常数)

问题 1. 问题：y = C1y1 + C2y2 一定是通解吗?

研究 .二 .阶 .常 .系 .数 .齐 .次 .线 .性 .微 .分 .方 .程：y′′ + py′ + qy = 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

定义 1. 若在区间  上,
y1()

y2()
= () 6=常数, 则函数 y1() 与 y2() 在区间  上线性无关.

定理 2. 如果函数 y1(),y2() 是二阶常系数齐次线性微分方程的两个线性无关的特解, 则

y = C1y1() + C2y2() (其中 C1,C2 为任意常数) 是方程的通解.

例 1. y = c1 cos + c2sn 是 y′′ + y = 0 的通解.

研究 .二 .阶 .常 .系 .数 .齐 .次 .线 .性 .微 .分 .方 .程：y′′ + py′ + qy = 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

例 2. 求微分方程 y′′ + 4y′ + 3y = 0 的通解．

1. 恒等变形：得 (y′′ + y′) + 3(y′ + y) = 0

2. 变量代换：令 z = y′ + y，则 z′ + 3z = 0

3. 求解方程：得 z = Ce−3，即 y′ + y = Ce−3

4. 求解方程：得 y = C1e− + C2e−3

研究 .二 .阶 .常 .系 .数 .齐 .次 .线 .性 .微 .分 .方 .程：y′′ + py′ + qy = 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

例 3. 求微分方程 y′′ + 4y′ + 4y = 0 的通解．

1. 恒等变形：得 (y′′ + 2y′) + 2(y′ + 2y) = 0

2. 变量代换：令 z = y′ + 2y，则 z′ + 2z = 0
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3. 求解方程：得 z = Ce−2，即 y′ + 2y = Ce−2

4. 求解方程：得 y = (C1 + C2)e−2

研究 .二 .阶 .常 .系 .数 .齐 .次 .线 .性 .微 .分 .方 .程：y′′ + py′ + qy = 0

1. 恒等变形：得 (y′′ − y′) − b(y′ − y) = 0

2. 变量代换：令 z = y′ − y，则 z′ − bz = 0

3. 求解方程：得 z = Ceb，即 y′ − y = Ceb

4. 求解方程：得 y = e
(∫

Ce(b−) d + C′
)

• 当  6= b 时，y = C1 e + C2 eb

• 当  = b 时，y = (C1 + C2)e

问题. 常数  和 b 是否一定存在？如何求出它？

解法.  和 b 是方程 λ2 + pλ + q = 0 的两个根．

研究二阶常系数线性齐次方程：y′′ + py′ + qy = 0．

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

设其特征方程 λ2 + pλ + q = 0 的两个根为 λ1 和 λ2．

1. 若 λ1 6= λ2 为相异实根，则方程的通解为

y = C1eλ1 + C2eλ2

2. 若 λ1 = λ2 = λ 为相同实根，则方程的通解为

y = (C1 + C2)eλ

3. 若 λ1 = α + β,λ2 = α − β 为共轭复根，则方程的通解为
y = eα(C1 cosβ + C2 sinβ)

例 4. 求方程 y′′ + 2y′ + 5y = 0 的通解.
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解. 微分方程的特征方程为

λ2 + 2λ + 5 = 0,

解得 λ1,2 = −1 ± 2, 故所求通解为
y = e− (C1 cos2 + C2 sin2)

例 5. 求微分方程 y′′ − 2y′ − 8y = 0 的通解

解. 微分方程的特征方程为

λ2 − 2λ − 8 = (λ − 4)(λ + 2) = 0.

解得 λ1 = 4,λ2 = −2. 故所求通解为
y = c1e4 + c2e−2

练习 1. 求方程 y′′ + 4y′ + 4y = 0 的通解.

答案. 微分方程的特征方程为

λ2 + 4λ + 4 = 0,

解得 λ1 = λ2 = −2, 故所求通解为
y = (C1 + C2)e−2.

定理 3. 设 y∗ 是二阶非齐次线性方程

y′′ + py′ + qy = ƒ (), (10.4.1)

的一个特解, Y 是与 (10.4.1) 对应的齐次方程的通解, 那么 y = Y + y∗ 是二阶非齐次线性微

分方程 (10.4.1) 的通解.

定理 4. 设 y1,y2 是非齐次方程 (10.4.1) 的解, 那么 y1 − y2 就是非齐次方程 (10.4.1) 所对

应的齐次方程的解.

定理 5. 设二阶常系数非齐次线性微分方程的右端 ƒ () 是几个函数之和, 如

y′′ + py′ + qy = ƒ1() + ƒ2(), (10.4.2)

而 y∗
1
与 y∗

2
分别是方程

y′′ + py′ + qy = ƒ1()

与

y′′ + py′ + qy = ƒ2()

的特解, 则 y∗
1
+ y∗

2
就是原方程 (10.4.2) 的特解.
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二阶常系数齐次线性微分方程：y′′ + py′ + qy = 0 的通解.

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

设其特征方程 λ2 + pλ + q = 0 的两个根为 λ1 和 λ2．

1. 若 λ1 6= λ2 为相异实根，则方程的通解为:

y = C1eλ1 + C2eλ2

2. 若 λ1 = λ2 = λ 为相同实根，则方程的通解为

y = (C1 + C2)eλ

3. 若 λ1 = α + β,λ2 = α − β 为共轭复根，则方程的通解为
y = eα(C1 cosβ + C2 sinβ)

4. 二阶常系数非齐次线性微分方程解的结构.

10.5 差分与差分方程

10.5.1 差分

设函数 y = ƒ (), 并将数列 ƒ (0), ƒ (1), · · · , ƒ (), ƒ (+ 1), · · · 简记为 y0,y1, · · · ,y,y+1, · · ·
定义 1. 对于数列 y（ = 0,1,2, · · ·），称

Δy = y+1 − y
为 y 的（一阶）差分；称一阶差分的差分

Δ2y = Δ(Δy) = Δy+1 − Δy
为 y 的二阶差分．

类似地，可以定义三阶、四阶.... 差分．

注记 1. 称二阶及二阶以上的差分为高阶差分.

例 1. 求 Δ
(
2

)
,Δ2

(
2

)
,Δ3

(
2

)
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解. 设 y = 2, 则

Δy = Δ
(
2

)
= ( + 1)2 − 2 = 2 + 1.

Δ2y = Δ2
(
2

)
= Δ(2 + 1)

= [2( + 1) + 1] − (2 + 1) = 2.

Δ3y = Δ3
(
2

)
= 2 − 2 = 0.

例 2. 求下列函数的差分

(1) y = log ; (2) y = sin

解. 由差分的定义易得

(1) Δy = y+1 − y
= log( + 1) − log 

= log

Ç
1 +

1



å
(2) Δy = sin( + 1) − sin

= 2cos

Ç
 +

1

2

å
· sin 

2
.

例 3. 求 y = ! 的一阶差分, 二阶差分.

解. 由条件易得

Δy = y+1 − y
= ( + 1)! − !
=  · !

Δ2y = Δ (Δy) = Δ( · !)
= ( + 1) · ( + 1)! · − · !
=

(
2 +  + 1

)
!

例 4. 设 y = (n) = ( − 1)( − 2) · · · ( − n + 1), (0) = 1, 求 Δy ( 即 Δ
(
(n)

))
.
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解. 由条件可得

Δy = ( + 1)(n) − (n)
= ( + 1)( − 1) · · · · · · ( + 1 − n + 1) − ( − 1)
· · · · ( − n + 2)( − n + 1)

= [( + 1) − ( − n + 1)]( − 1) · · · ( − n + 2)

= n(n−1) (公式)

性质. 差分具有以下性质：

1. Δ(cy) = cΔy

2. Δ(y ± z) = Δy ± Δz

3. Δ(y z) = yΔz + z+1Δy = zΔy + y+1Δz

4. Δ
Å y
z

ã
=
zΔy − yΔz

z z+1
=
z+1Δy − y+1Δz

z z+1

证明. 这里仅给出 (3) 式的证明

Δ (y · z) = y+1z+1 − y · z
= y+1 · z+1−y+1z + y+1z − yz
= y+1 (z+1 − z) + z (y+1 − y)
= y+1 · Δz + z · Δy.

类似可证 Δ (y · z) = y · Δz + z+1 · Δy.

例 5. 设 y = 3, 求 Δ3y.

提示. 注意 Δ(n) = n(n−1), 且

y = 3 = ( − 1)( − 2) + 3( − 1) + 

= (3) + 3(2) + (1)
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解. 由条件及公式 Δ(n) = n(n−1), 易得

Δ3y = ΔΔ (Δy)

= ΔΔ
(
Δ(3) + 3Δ(2) + Δ(1)

)
= ΔΔ

[
3(2) + 6(1) + (0)

]
= Δ

[
3Δ(2) + 6Δ(1) + Δ1

]
= 6Δ(1) + 6Δ(0) = 6.

例 6. 设 y = e2, 求 Δ2y.

解. 由条件易得

Δy = y+1 − y
= e2(+1) − e2
= e2

(
e2 − 1)

Δ2y = Δ (Δy) = Δ
[
e2

(
e2 − 1)]

=
(
e2 − 1)Δe2 = e2

(
e2 − 1)2

10.5.2 差分方程

定义. 形如

F(,y,Δy,Δ2y, · · · ,Δny) = 0

的方程称为差分方程．

例 7. 说明下面两个方程是等价的：

• Δ2y − 2y = 3

• y+2 − 2y+1 − y = 3

定义. 形如

F(,y,y+1,y+2, · · · ,y+n) = 0,

的方程称为差分方程．(含有下标的 y 至少要有两个)

定义. 差分方程中未知数列下标的最大值和最小值的差，称为该差分方程的阶．
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例 8. y+2 − y+1 =  为一阶差分方程．

例 9. y+2 = y+1 + y 为二阶差分方程．

注记 2. 差分方程的不同定义形式之间可以相互转换.

例 10. 下列等式是差分方程的有 ( ).

(1) 2Δy = y +  (2) −3Δy = 3y + 

(3) Δ2y = y+2 − 2y+1 + y (4) y − 2y−1 + 3y−2 = 4

解. 由差分方程的定义有：(1), (4) 是差分方程.

(2) 的左端 −3Δy = −3 (y+1 − y) = −3y+1 + 3y, 则等式实为 −3y+1 = , 仅含一个

时期的函数值 y+1, 故不是差分方程．

(3) 的左端 Δ2y = Δ (y+1 − y) = Δy+1 − Δy = y+2 − 2y+1 + y 恰好等于右端, 故不

是差分方程.

确定下列方程的阶

(1) y+3 − 2y+1 + 3y = 2 (2) y−2 − y−4 = y+2

(3) Δ3y + y + 1 = 0

解. (1) 因为  + 3 −  = 3, 故为三阶差分方程;

(2) 因为  + 2 − ( − 4) = 6，故为是六阶差分方程.

(3) 方程可以转化为 y+3 − 3y+2 + 3y+1 + 1 = 0, 因此是二阶差分方程.

定义 2. 如果一个数列代入差分方程后，方程两边恒等，则称此数列为该差分方程的解．

• 满足一定的初始条件的解称为特解．

• 含有 n 个相互独立的任意常数的解称为 n 阶差分方程的通解．

例 11. 一阶差分方程 y+1 − y = 2, y0 = 1 有特解为 y = 2 + 1．

例 12. 二阶差分方程 y+2 − 3y+1 + 2y = 0 的通解为 y = C1 + C22．
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10.5.3 常系数线性差分方程解的结构

n 阶常系数线性差分方程的一般形式为

y+n + 1y+n−1 + · · · + n−1y+1 + ny = ƒ (),

其中 ( = 1,2, · · · ,n) 为常数, 且 n 6= 0, ƒ () 为已知函数.

当 ƒ () ≡ 0 时差分方程称为齐次的;
当 ƒ () 6= 0 时差分方程称为非齐次的.

定理 1. 如果函数 y1(),y2(), · · · ,yk() 是方程
y+n + 1y+n−1 + · · · + n−1y+1 + ny = 0,

的 k 个解, 则

y = C1y1 + C2y2 + · · · + Ckyk

也是方程的解. (C1,C2, · · · ,Ck 是任意常数)

问题 1. 若 k = n, 则 y = C1y1 + C2y2 + · · · + Ckyk 一定是通解吗?

定义 3. 设有 n 个函数 y1(), · · · ,yn() 都在某一区间  上有定义, 若存在一组不全为零的

数 k1, · · · ,kn 使对一切  ∈ , 有
k1y1 + · · · + knyn = 0,

则称函数 y1, · · · ,yn 在区间  上线性相关, 否则, 称之为线性无关.

定理 2. 若函数 y1(), · · · ,yn() 是 n 阶常系数齐次线性差分方程的 n 个线性无关的解, 则

Y = C1y1() + · · · + Cnyn()

就是方程的通解, 其中 C1,C2, · · · ,Cn 为常数.

注记. 要求 n 阶常系数齐次差分方程的通解，只需要求出其 n 个线性无关的特解即可．

定理 3. 若 y∗

是非齐次方程

y+n + 1y+n−1 + · · · + n−1y+1 + ny = ƒ , ƒ () 6≡ 0
的一个特解,Y 是它对应的齐次方程

y+n + 1y+n−1 + · · · + n−1y+1 + ny = 0

的通解, 则非齐次方程的通解为

y = Y + y∗

.
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注记. 要求出 n 阶常系数非齐次线性差分方程的通解，只需求出一个特解和它对应的齐次差

分方程的通解即可.

定理 4. 若 y∗
1

, y∗
2
分别是非齐次方程

y+n + 1y+n−1 + · · · + n−1y+1 + ny = ƒ1(),

y+n + 1y+n−1 + · · · + n−1y+1 + ny = ƒ2()

的特解, 则 y∗ = y∗
1
+ y∗

2
是方程

y+n + 1y+n−1 + · · · + n−1y+1 + ny = ƒ1() + ƒ2()

的特解.

本节主要内容

1. 差分的定义

2. 差分方程与差分方程的阶

3. 差分方程的解、定解条件和通解

4. 常系数线性差分方程解的结构

10.6 一阶常系数线性差分方程

研究一阶常系数齐次线性差分方程 y+1 − y = 0．

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

迭代法：假设 y0 已知，则有

1. y1 = y0,

2. y2 = y1 = 2y0,

3. y3 = y2 = 3y0

4. . . . . . .
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5. y = y0, 令 C = y0 为任意常数，即得方程的通解 Y = C.

例 1. 求 2y+1 + y = 0 的通解.

解. 因为  = − 1
2，故差分方程的通解为 Y = C

Ä− 1
2

ä
.

研究一阶常系数齐次线性差分方程 y+1 − y = 0．

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

特征根法：方程可变形为 Δy+(1−)y = 0,且 Δλ = (λ−1)λ,故可设 y = λ (λ 6= 0),

1. 将 y = λ 代入方程得 λ+1 − λ = 0, 可得 λ = ,

2. 于是 y =  是一个特解,

3. 又方程的是一阶的，故齐次方程的通解为 Y = C.

例 2. 求 2y+1 + y = 0 的通解.

解. 由特征方程 2λ + 1 = 0 可得特征根为 λ = − 1
2，故差分方程的通解为 Y = C

Ä− 1
2

ä
.
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